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14. MAGNETSKO POLJE, VELICINE POLJA

Dva osnovna ucinka magnetskog polja jesu:
- sila na naboj u gibanju
- elektromagnetska indukcija.

14.1. Magnetska indukcija

Ako postoji sila F' na naboj ¢ koji se giba brzinom v, slika 14.1, a da pritom
ne postoji ni elektrostaticka sila Fe ni vanjska sila Fy, tada postoji magnetsko
polje.

1 Z

X
S1.14.1. Sila na pozitivni naboj u gibanju u magnetskom polju (a=90")

Magnetsko polje opisuje se vektorom magnetske indukcije i oznacava se
velikim slovom B .
Iznos vektora magnetske indukcije, prema (21.1)", jest:

F Vs
B = fmaks (leT) (14.1)

qv

gdje je:
Fmaks - maksimalna (magnetska) sila na naboj u gibanju (N),
g - naboj u gibanju (As),
v - brzina naboja (m/s).

Ako se naboj ¢ giba brzinom ¥ u magnetskom polju indukcije B, tada na
njega, prema (23.2), djeluje sila:

* Broj jednadZbe u udZbeniku II. Sveska.
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F.=q(@¥xB) (14.2)

gdje je:
ﬁm - magnetska sila na naboju u gibanju (N).

Iznos sile na naboj u gibanju jest:

Fm =qusina (143)

14.2. Magnetski tok, jakost magnetskog polja

Magnetski tok, kao 1 svaki drugi tok, definiran je skalarnim umnoskom

vektora magnetske indukcije B i povrsine S koju taj vektor prozima. Prema
(21.5) jest:

¢:j§d§ (14.4)
S
gdje je:
¢ - magnetski tok (Vs).

Ako vektori B i S medusobno zatvaraju kut « , a uz to su prostorno
nepromjenjivi (konstantni), tada je, prema (14.4)**, tok:

¢ =BS cosa (14.5)

Posebno ako su vektori B i S medusobno kolinearni i prostorno
nepromjenjivi, magnetski tok, prema (14.5) jest:

$=BS (14.6)

Jakost magnetskog polja, prema (21.11), jest:

H="" (&) (14.7)

gdje je:
H - jakost magnetskog polja (A/m),
I - jakost elektri¢ne struje (A),
N - broj zavoja kojima tece struja /,
[ — duzina linije magnetskog polja (m).

** Broj jednadzbe u zbirci zadataka.
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Napomena: Gornji izraz vrijedi u slu¢aju kada je magnetsko polje konstantno
1 usmjereno duz linije / koja obuhvaca N zavoja protjecanih strujom /.
Detaljnije objasnjenje je dano u II. Svesku, potpoglavlje 21.3.

Jakost magnetskog polja jest potreban broj amper-zavoja po jedinici duljine
za stvaranje odredenog magnetskog polja.

Ako sredinu karakterizira magnetska znacajka materijala 1, tada izmedu

magnetske indukcije B i jakosti magnetskog polja A postoji
proporcionalnost 1, prema (21.10), jest:

— —

B=p, H (14.8)

Primjer 14.1.

Naboj ¢ giba se u homogenom magnetskom polju indukcije B brzinom Vv .
Odredite silu F. na naboj u gibanju ako je kut izmedu vektora brzine v i
indukcije B: a =0°, 30°, 90°.

Podatci: g =2pAs, B=0,6T, v=200knvs .

Rjesenje Na slici 1 prikazani su medusobni polozaji vektora brzine v,
vektora indukcije B isile F .

z ¥4

o

<t
s

a=0

X x
a) b)
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SL. 1. Medusobni poloZaji vektora v ,B i F,. Vektori V i B leZe u
ravnini z=0)

Sila na naboj u gibanju, prema (14.2), jest:

F,=q(VxB) (1)
1znosa:
F =qgvBsn«a (2)

Vektor sile na naboj u gibanju okomit je na ravninu koju tvore vektori v i Bi
1znos mu je proporcionalan povrS$ini paralelograma ovih dvaju vektora, a
smjer mu je odreden pravilom desne ruke (prstima desne ruke zakre¢emo

vektor ¥ u B, a palac odreduje smjer F).
Prema (2) zaar = 0°, 30°, 90° sile na naboj u gibanju jesu:

F_=00N , F_=0I2N , F_=024N

m m m

Iz dobijenih rezultata vidljivo je da je sila na naboj u gibanju jednaka nuli ako
su vektori Vi B medusobno kolinearni, a maksimalnog je iznosa ako su
vektori Vi B medusobno okomiti.

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0
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Primjer 14.2.

Elektron/pozitron mase m , upada brzinom v pod pravim kutom u homogeno

magnetsko polje indukcije B. Odredite silu na naboj u gibanju i radijuse
putanja elektrona/pozitrona.

Podatci: e=+1,602 -10""As, m_ =9,11-10"'kg, v=1000km/s, B=0,8T.

Rjesenje Magnetska sila na naboj u gibanju ima karakter centripetalne sile
(djeluje na smjer gibanja Cestice, a ne na njezinu brzinu). Na slici 1 prikazan
je smjer gibanja elektrona/pozitrona s radijusom zakrivljenja.

x ¥« x p X x X B X
v
X X X X X x x x
: - . : _ﬁ -
S __’T-n - -~ s _m ___Fcf
e : -]
e X % e X - X X X
v -
: v /R
e x" X X X X X X
a) b)

Sl. 1. Magnetska sila djeluje samo na smjer gibanja nabijene Cestice
dok brzina pri tome ostaje nepromijenjena

Buduéi da su vektori brzine v i indukcije B medusobno okomiti, & =90°,
sila na naboj u gibanju, prema (14.3), jest:

F. =evB (=1,28-10""N) (1)

Radijus putanje elektrona/pozitrona odredit ¢e se iz jednakosti magnetske i
centrifugalne sile:
Fo=F, 2)

m

gdje je:
2
v
PLf :me ? (3)

centrifugalna sila.
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Izjednacavanjem (1) 1 (3) dobije se:

R="" (=7108.10°m) (4)
eB

Napomena:
Centripetalna sila jest sila koja prisiljava tijelo da se giba oko nekog sredista.
Centrifugalna sila jest sila koja nastoji odbaciti tijelo od sredista.

7 / \/
0’0 0‘0 0‘0

Primjer 14.3.

Naboj + ¢ mase m upada brzinom v okomito na silnice homogenoga

elektrostati¢kog polja E . Odredite vektor magnetske indukcije po iznosu i
smjeru takav da se naboj nastavi gibati pravolinijski.
Podatci: v=100knvs , £ =0,35kV/cm.

Rjesenje Naboj e se nastaviti gibati pravolinijski samo ako su elektri¢na sila
F. i magnetska sila F_jednake po iznosu i suprotne po smjeru. Na slikama

la 1 1b prikazan je smjer magnetske indukcije ako je naboj pozitivan odnosno
negativan.

g T HEEFFEF A F o+ + P EFEF A+
[¢) o2
E £ .
X x‘m X X X X B ¢ r‘ . * s | B
+ Y] = v
X XJ_. x x X x L ] l‘F [ ] L ] ®
B T Y £ ] oy i'™ ¥y 1 E
o - - - - = - - - - - - - - - L

a) b)
SI. 1. Smjerovi sila Fe i F_1iindukcije B ako je naboj pozitivnog a) i
negativnog predznaka b)

Ako je naboj u gibanju pozitivan, + ¢ , elektrostati¢ka sila F. u smjeru je

vektora polja E. Da bi se naboj nastavio gibati pravolinijski, magnetska sila
treba biti suprotna elektrostatickoj, slika 1a. Ova ¢e sila biti suprotna samo
ako je vektor magnetske indukcije usmjeren u papir. Izjednacavanjem
magnetske (14.3) 1 elektrostatske (5.4) sile dobije se:
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gqvB=qE (1)

Iz (1) dobije se:

B= £ (=0,35T) (2)
%

Ako je naboj negativan, elektrostaticka sila suprotna je vektoru jakosti
elektri¢nog polja pa je smjer vektora magnetskog polja usmjeren iz papira,
slika 1b.

J/ / 7
0’0 0’0 0’0

Primjer 14.4.
Elektron mase m , i naboja e upada brzinom v pod pravim kutom u

homogeno magnetsko polje indukcije B . Odredite:
a) koliko duboko ¢e elektron u¢i u magnetsko polje
b) potrebno vrijeme da elektron izade iz magnetskog polja.

Podatci: e=+1,602 -10"°As, m_=9,11-10'kg, v=150km/s, B=1,5T.

Rjesenje

|

Sl. 1. Magnetsko polje samo zakrece naboj u gibanju

Dubina prodiranja elektrona u homogeno magnetsko polje indukcije B
jednaka je radijusu zakrivljene putanje (kruznice). Magnetska sila na naboj u
gibanju, prema (14.2), jest:

F. =e (VxB) (1)
Buduéi da su vektori v i B medusobno okomiti, (1) postaje

| F.|=e v Bsin 90° (2)
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Ova sila jednaka je centrifugalnoj sili:

2
= \%
|Fm|:Ff:meE (3)

C

Izjednacavanjem (2) i (3) dobije se dubina prodiranja elektrona u magnetsko
polje:
R="" (=0568-10°m) 4)
eB

Buduc¢i da magnetsko polje naboja u gibanju ne mijenja brzinu gibanja, nego
samo smjer gibanja, to je potrebno vrijeme da elektron izade iz magnetskog
polja:

t=2 (=3,78-10"%) (5)
\%
gdje je:
5= ZR% (=1,784 -10°m) (6)

polovica opsega kruznice radijusa R.

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0

Primjer 14.5.
Elektron mase m , i naboja e upada pod pravim kutom brzinom Vv iz prostora

omedenog magnetskim poljima indukcije B u jedno od dvaju polja, tocka 4,
slika 1. Odredite:

a) potrebno vrijeme da elektron stigne u polaznu tocku

b) minimalnu Sirinu magnetskog polja.
Podatci: m , = 9,110 kg, e=%1,602 -10""’As, v=100km/s , B=0,1T,

a=50-10"m.
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Rjesenje Na slici 1 prikazana su magnetska polja s meduprostorom i putanja
elektrona.

X x X 6 X X X
B v A B
_—— .c'".."“"

x %X x X X 4X

X x X X X X
. L

X x X X X X
.

Sl. 1. Putanja elektrona

a) Budu¢i da magnetsko polje djeluje na naboj u gibanju tako da mu zakrecée
putanju, a ne mijenja brzinu, to je vrijeme potrebno za dolazak elektrona u
pocetnu tocku:

r== (1)
\4
gdje je:
s=2(a+Rr) (=137,68-10 °m) (2)
duzina puta zatvorene krivulje, slikal,
R="Y (=56810°m) (3)
eB
radijus zakretanja naboja u magnetsko polje.
UvrStavanjem (2) 1 (3) u (1) dobije se:
t=137,68-107""'s (=13,768 ps) 4)

b) Minimalna Sirina magnetskog polja jednaka je radijusu zakrivljenja R.

R/ /7 R/
0’0 0’0 L %4
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Primjer 14.6.

Ako se u prethodnom zadatku promijeni smjer indukcije B u jednom od
magnetskih polja, slika 1, odredite:
a) potrebno vrijeme da elektron ponovo ude u pocetno polje
b) udaljenost ponovog ulaska elektrona u magnetsko polje od pocetne
tocke A.

Podatci: m = 9,11-10 kg, e=+1,602 -10"°As, v=100km/s, B=0,1T,
a=50-10"°m.
Rjesenje Na slici 1 prikazana su magnetska polja i putanja elektrona. Iz slike

je vidljivo da elektron zbog promjene smjera polja mijenja smjer zakretanja
te putanja dobija izgled obrnutog slova S.

e X X X
L L J L ] v
B —_— B
A
L X xX: X
,,,,, ot e g
L ] L ] a x x x
B
""" T P 1

SI. 1. Promjenom smjera indukcije B u jednom od magnetskih polja
doslo je do promjene putanje elektrona

a) Usporedbom putanje u zadatku 14.5 1 14.6 vidljivo je da je, bez obzira na
izgled putanje, duZina putanje u oba slucaja jednaka, pa je samim tim 1
potrebno vrijeme za obilazak navedene putanje, # =13,768ps .

b) Udaljenost to¢aka A4 1 B jednaka je Cetverostrukom radijusu zakrivljenja:
AB=4R=2272um.

X/ X/ X/
0‘0 0’0 0‘0
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Primjer 14.7.

Odredite magnetski tok ¢ $to ga nacini vektor magnetske indukcije B
prozimajuéi plohu S i to tako da vektori B i n, (jedini¢ni vektor plohe S)
zatvaraju medusobno kut: o =0°, 30°, 90°.

Podatci: B=0,8T, §=0,4m”’.

Rjesenje
B|
PR 3 TR
A P a=90
a=0° / ( R f
- P! J -
( e U ; ¢ 8 B
A T

SI. 1. Vektori B i n, zatvaraju medusobno kut: o =0°, 30°, 90°

Ako su vektori B i n, medusobno kolinearni, magnetski tok, prema (14.5),

jest:
¢p=BS (=0,32Vs) (1)

Ako vektori B i 7, medusobno zatvaraju kut o = 30°, magnetski tok,
prema (14.5), jest:

¢=BScos30° (=0,277 Vs) (2)
Ako vektori B i 7, medusobno zatvaraju kut od 90°, magnetski tok, prema
(14.5), jest:

¢=BScos90° (=0Vs) 3)

Objasnite zasto je magnetski tok za o =90° jednak nuli.
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Primjer 14.8.

Odredite magnetski tok ¢ kroz plohu povrsine S =axb ako je magnetska

indukcija okomita na povr$inu, a prostorna raspodjela indukcije B (po samo
jednoj kooordinati):
a) B=B, (1-2x)

b) B=B,sin ~x
a

c) B=B, cos L x.
a

Podatci: B,=0,85T, a=0,4m, b=0,8m.
Rjesenje Tok ¢, prema (14.4), jest:

¢=[BdS (1)

Element povrsine, jer se indukcija mijenja samo po jednoj koordinati, prema

slici 1, jest:
Bi

X dx

SL. 1. Povrsinu S = axb proZima indukcija B
dS = dxbii, )

Vektor magnetske indukcije B i normala 7, elementa povriine medusobno

su kolinearni, ¢ =0. UvrStavanjem (2) u (1) dobije se:

¢:ijdx 3)
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a) Prostorna raspodjela indukcije.
B=B, (1-2x)

prikazana je na slici 2.

SI. 2. Prostorna raspodjela indukcije B = B(x)

Uvrstavanjem (4) u (3) dobije se:
¢=[B,(1-2x)bdx
0

Integriranjem dobije se:
¢=B,(x—x")b|
0
Uvrstavanjem granica dobije se:
¢p=B,ab(1-a) (=0,16 Vs)

b) Prostorna raspodjela indukcije:

. T
B=B;,sm—x
a

prikazana je na slici 3.

4

)

(6)

(7)

(8)
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By

SI. 3. Prostorna raspodjela indukcije B = B(x)

By

0 a X

UvrStavanjem (8) u (3) dobije se:
¢= ,[BO sin 2 x bdx
0 a

Integriranjem dobije se:

a mw ¢
¢ =—B,b—cos—x
T oa o

Uvrstavanjem granica dobije se:
ab
¢p=-B,—(cost—cos0) (=0,17Vs)
T
c¢) Prostorna raspodjela indukcije jest:
B =B, cos Zx
a

prikazana je na slici 4.

)

(10)

(11)

(12)
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Nojo

- R

SI. 4. Prostorna raspodjela indukcije B = B(x)

UvrStavanjem (12) u (3) dobije se:
¢= .[BO cos L x bdx
0 a

Integriranjem dobije se:

a . m ¢
¢=B,b— sn—x
T a o

UvrStavanjem granica dobije se:

¢:Boa—b(sin7z—sin 0) (=0Vs)
T

(13)

(14)

(15)

Rezultat je o€ekivan jer je raspodjela indukcije B u prvoj polovici povrSine

pozitivna, a u drugoj je polovici povrSine ista takva negativna.

/7 R/ K/
0’0 0‘0 0‘0
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15. OSNOVNI ZAKONI MAGNETSKOG POLJA

15.1. Ampereov zakon (zakon protjecanja)

Linijski integral skalarnog umnoska vektora indukcije B i elementa puta di
po zatvorenoj krivulji k jednak je umnosku zbroja struja koje prolaze kroz
povrsinu omedenu krivuljom £ 1 permeabilnosti vakuma.

§Edi:yoi1m (15.1)
k m=1

gdje je:
B - vektor magnetske indukcije (T)

d/ - element puta (m)
I - struja vodica (A)
1, - permeabilnost vakuma, iznosa 471077 (Vs/Am) .

Ako je prostor karakteriziran magnetskom znacajkom g, , tada se (15.1) uz

(21.10), B= ,uOFI , moZze pisati u obliku:
fad =1, (15.2)
k m=1

Primjer 15.1.1.

Struja jakosti / teCe kroz ravni, beskona¢no dugi vodi¢ konacnog presjeka.
Odredite jakost magnetskog polja u svim toc¢kama prostora. Gustoca struje
konstantnog je iznosa u svim to¢kama presjeka vodica.

Rjesenje Na slici 1 prikazan je presjek vodi€a s ucrtanim krivuljama £ (ki
unutar vodica 1 k2 izvan vodic¢a). Krivulje k1 1 k> koncentri¢ne su kruznice s
ishodistem u osi vodica.
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Sl. 1. Poprecni presjek vodica s ucrtanim krivuljama ki i k> te smjerom
struje I

Polje se proratunava u dva dijela:
- polje unutar vodi¢a, » <R
- polje izvan vodica, » > R

gdje je: R radijus vodica kojim tece struja jakosti /.

Polje unutar vodica. Polje u vodic¢u odredit ¢e se upotrebom Ampereova
zakona (15.1):

iflg’ldf:yol* (1)

kl
gdje je: 1" dio ukupne struje 7 obuhvacene krivuljom £;.

Buduéi da su linije magnetskog polja indukcije B koncentriéne kruZnice s

osi u osi vodica, odabire se element puta dl kolinearan s linijom poljau
svakoj tocki krivulja £, slika 1. Slijedi, skalarni umnoZzak dva vektora prelazi
u algebarski umnozak. Jednadzba (1) poprima oblik:

§Bdl =, 2)

ky
Iznos indukcije jednak je u svakoj tocki krivulje k1 1z prostog razloga jer je

bilo koja tocka kruznice (po definiciji) jednako udaljena od sredista, slijedi:
indukcija kao konstanta moze i¢1 ispred integrala:

Bl§df:y01* 3)

Ky

gdje je:
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I'=JS" (4)

dio ukupne struje obuhvacene krivuljom £,

gustoda struje (A/m?),
S*=r’r (6)
dio ukupne povrsine presjeka vodi¢a obuhvacenog krivuljom k.
Jednadzba (4) postaje:
I" = ;—22] (7)
Integriranje (3) po svim elementima d/ kruznice k1 radijusa » daje opseg
kruznice: 2rx . Jednadzba (3) postaje:
2
B 2rm=p, ?I (8)
TraZena indukcija jest:
BI:,UOLF 0<r<R 9

27 R*

Polje izvan vodica. Krivulja k> obuhvaca ukupnu struju vodica pa jednadzba
(15.1) poprima oblik:

§ Bl = 1,1 (10)

ka

Sva objasnjenja dana uz vektor indukcije lg’l 1 element puta di vrijede 1 za

indukciju Ez 1 element puta d/ . Jednadzba (10), nakon integriranja, poprima

oblik:

1
B,=py— R<r<wo (11)
2rr
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za r =R indukcija B, = B,:

1
B =y —— 12
0 "27R (12)

Zakljucak:

Iz (9) i (11) slijedi: magnetska indukcija B unutar vodica protjecanog
strujom jakosti / proporcionalna je radiusu » dok izvan vodica opada s prvom
potencijom radijusa. Graficki prikaz polja dan je na slici 2.

B

r

R

SI. 2. Promjena indukcije B u ovisnosti o radijusu r

Magnetska indukcija B za sve tocke prostora koje su > R raunaju se kao da
je struja jakosti / koncentrirana u osi vodica kojim tece ta ista struja.

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0

Primjer 15.1.2.

Unutarnjim vodi¢em koaksijalnog kabela tece struja jakosti /. Odredite
promjenu jakosti magnetskog polja u drugom (vanjskom) vodicu. Takoder
izraCunajte jakost magnetskog polja na unutarnjoj i vanjskoj povrsini
vanjskog vodica.

Podatci: /=15A, R, =4mm, R, =6mm, R, =8mm .

Rjesenje Koaksijalni kabel takav je kabel koji ima dva vodica kruznog
popre¢nog presjeka, jedan punog presjeka 1 drugi Suplji, smjeStena tako da su
im osi podudarne, slika 1.
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_ lzolator

Sl. 1. Koaksijalni kabel ima jedan polazni i jedan povratni vodi¢

Ako je prostor karakteriziran magnetskom znacajkom g, , tada zakon
protjecanja (15.1) mozemo iskazati pomocu jakosti magnetskog polja (15.2):

§Fldi=i_1m (1)

Za krivulju £ bira se kruznica s ishodistem u osi koaksijalnog kabela radijusa
R> < r < Rs. Iz slike je vidljivo da su vektori H .» Sto ga uzrokuje struja

unutarnjeg vodica, 1 vektor H , , Sto ga uzrokuje samo dio struje vanjskog
vodica, suprotni pa vektorski zbroj/razlika prelazi u algebarski zbroj/razliku:

H=H -H, (2)

gdje je:
H =— 3
Y2 )

jakost magnetskog polja Sto ga stvara struja unutarnjeg vodica na
udaljenosti » od srediSta, prema (9) primjera 15.1.1.

I*
H,=—o (4)
2rr

jakost magnetskog polja Sto ga stvara dio struje vanjskog vodica,

2 2
r-—R,

I'=
R R,

)
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dio struje vanjskog vodica.

Uvrstavanjem (3) 1 (4) s (5) u (2) dobije se:

I ¥’ —R;
H= (I_Rf—Rzzz (©)
Jakost magnetskog polja na unutarnjoj plohi vanjskog vodica, » =R», jest:
Hep ™)
Jakost magnetskog polja na vanjskoj plohi vanjskog vodica, r = R3, jest:
H=0 (8)

Sto je bilo 1 za ocekivati jer se radi o koaksijalnom kabelu.

Napomena: Izvod za H(r), v.P (22.2) 1. Sveska.

Primjer 15.1.3.

Kroz dva ravna, beskonacna duga vodi¢a medusobno paralelna, zanemarivog
presjeka, teku struje jakosti /. Vodici su smjesSteni u dva vrha
jednakostrani¢nog trokuta stranice a, slika 1. Odredite vektor magnetske
indukcije po iznosu 1 smjeru u tre¢em vrhu jednakostrani¢nog trokuta ako
struje teku u istom/razli¢itim smjerovima.

Podatci: /=25A, a=6m.
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Rjesenje
B, ‘
’ T// I
. S
P, —
/ .\\_{.J 300;; - %
L3
/ \ A
/ v By
/ \
a/ \\a
// “\
/ \
—~ P
{ 1 f
(X) . (x)
’1 =] I2=’
a) b)

Sl. 1. Smjer struje kroz paralelne vodice je u istom a) i suprotnom smjeru b)

Na slikama la 1 1b prikazani su pojedini vektori magnetske indukcije §to ih
stvaraju struje /, =/, = u treCem vrhu jednakostrani¢nog trokuta. Pojedini

vektori indukcije okomiti su na spojnicu tocke promatranja P (tre¢i vrh
jednakostrani¢nog trokuta) i struje koja ga stvara.

- Struje u vodi¢ima su u istom smjeru. Svaka od struja stvara u tocki
promatranja P indukciju B prema (9) primjera 15.1.1:

1
B, =ty —— (1)
2ra

Rezultiraju¢a indukcija jednaka je vektorskom zbroju, slika la, i ima smjer
pozitivne apscisne 0si:

—

B=2B,cos30°-&, (=144-10°¢.T) )

- Struje u vodi¢ima su u suprotnom smjeru. Svaka od struja stvara u tocki
promatranja P indukciju iznosa (1). Rezultiraju¢a indukcija, prema slici 1b,
jednaka je vektorskom zbroju pojedinih indukcija i ima smjer pozitivne
ordinantne osi:

—

B=2Bcos60"-¢, (=0,833-107¢,T) 3)
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Primjer 15.1.4.

Ravnim, beskonacno dugim strujnim listom konacne Sirine tece struja jakosti
1. Odredite raspodjelu magnetske indukcije duz osi okomite na strujni list, a
na polovini njegove Sirine.

Rjesenje

SI. 1. Strujnim listom tece struja konstantne jakosti I (r;=r>=r)

Indukecija B u tocki promatranja P(0,z) jednaka je zbroju indukcija koje
stvaraju kvazilinijske struje:

dr=Lax (1)
a

Prema (2) primjera 15.1.3 u tocki P, a zbog simetrije indukcija ima samo
komponentu u smjeru osi apcise, v. sliku la istog primjera.

dB = 2y0£cosa (2)
2y

gdje je:

r=~x’+z° (3)

udaljenost kvazilinijske struje d/ do tocke promatranja P,
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a kut $to ga zatvara radijus r s osi aplikata (cosa = E) :
r
Uvrstavanjem (1) 1 (3) u (2) dobije se:
s
Ul z dx
B=2 4
2ra '([ 2 +x )
Napomena:
dx
I 5 5 =—arctg—
a +x" a a
Integriranjem dobije se:
Ji 2
B :Marctgf ¥ arctg — (5)
ra z, Ta z

Primjer 15.1.5.

Dva ravna, beskona¢no duga strujna lista konacne Sirine Cine elektri¢ni vod.
Listovi leze u istoj ravnini, medusobno su paralelni i na bliskoj su udaljenosti

Xo. Odredite raspodjelu magnetske indukcije duz osi okomite na strujne
listove koja se nalazi u prostoru medu listovima, ako listovima teku struje

+1/2.
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Rjesenje

a
2

N

SI. 1. Strujnim listom teku struje + 1 iste jakosti (r,=r, =r)

Indukecija B u to¢ki promatranja P(0,z) jednaka je zbroju indukcija koje
stvaraju kvazilinijske struje:

dr =L ax (1)

a

Prema (3) primjera 15.1.3 indukcija u tocki P, a zbog simetrije ima samo
komponentu u smjeru ordinatne osi, v. sliku 1b istog primjera:

dB =2y, isinoz (2)
2rr

gdje je:

r=dx’+z° 3)

udaljenost kvazilinijske struje d/ do tocke promatranja P,

. N : X
a - kut $to ga zatvara radijus 7 s osi aplikata (sin o =—).
r

Uvrstavanjem (1) 1 (3) u (2) dobije se:
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a
+—

o ¢ xdx
B=2 4
ra JO 2+ )
2
Napomena: za rijesiti integral (4) koristite supstituciju x* +z> =u’.
Integriranjem dobije se:
I 2 2 2
B=2l 12 12y | =2 thl @ HAZ (5)
a mTa X, +4z

Xo

Primjer 15.1.6.

Vod ima dva vodi¢a medusobno paralelna na udaljenosti d (udaljenost medu
osima vodica). Vodic¢i su kona¢nog presjeka, radijusa R. Odredite magnetski
tok po jedinici duljine unutar povrSine medu vodi¢ima.

Podatci: 7/ =150A, d =160cm, R=1cm.

Rjesenje Na slici 1 prikazan je poprecni presjek voda s ucrtanim smjerovima
struje, vektorom indukcije 1 elementom povrsine.

g1
“f
Il (o ) h=1
r :d'!, d-r
d
Si. 1. Poprecni presjek elektricnog voda
Magnetski tok, prema (14.4), jest:
¢=[BdS =[(B +B,)dS (1)
S N

Budu¢i da su vektori indukcije El i B, medusobno kolinearni, a ujedno i

kolinearni s elementom povrsine dS , skalarni umnozak vektora prelazi u
algebarski umnozak:
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¢=[(B,+B,)dS )
S
gdje je:
1 I,
B = —1 : B = 3
1= Hy 2y 2= Ho s < 27(d —r) (3)

indukcija, prema (11) primjera 15.1.1, §to je uzrokuju struje vodic¢a u
tocki promatranja,

dS=dr-1 4)
element povrsine.

Uvrstavanjem (3) i (4) u (2) dobije se:

_lu_old—R l 1
=" f(ﬁd_,)d’” (5)

R

Integriranjem dobije se:

r=d—-R
2 i r-in(d =) | (6)
UvrStavanjem granica 1 sredivanjem dobije se:
ud. d—R, wpud. d—R
In In 7
== "Il— )= L (7
Buduéi da jed >> R, jednadzba (7) poprima oblik:
o= #l —n i (=0,304 mVs) (8)
T
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Primjer 15.1.7.

Beskonacéno dugi ravni vodic i petlja axb leze u istoj ravnini, slika 1. Vodi¢
je od petlje udaljen za c 1 njime teCe struja jakosti /. Pomi¢nim vodi¢em 4B
od jedne petlje nacinite dvije 1 to tako da su tokovi u njima medusobno
jednaki. Odredite dimenzije novonastalih petlji.

Podatci: /=50A, a=15m, b=0,8m, ¢=0,1m.

Rjesenje
Yy
c | a |
— =
: |
| A 1
| |
’ “ X X X X X X
—dS B b
X . X X X X X
I L
e ? |
! ! —
r=c¢ r=x r=ct+a

SI. 1. Vodic AB dijeli petlju axb na dvije petlje

Prema zadatku tok u petlji (x-¢)b mora biti jednak toku u petlji (a-x)b.
Tok u prvoj petlji prema (14.4), jest:

¢ =[BdS (1)

Tok u drugoj petlji, prema istoj relaciji, jest:

a+c

¢2 = .[Edg (2)
gdje je:
1
B = Py 3)

indukcija, prema (11) primjera 15.1.1, beskona¢no dugog, ravnog
vodica kojim tece struja jakosti 7,
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dS =bdr 4
element povrsSine petlje, slika 1.

Budué¢i da su vektori indukcije B i elementa povriine dS medusobno
kolinearni/suprotni, skalarni umnozak (1)/(2) prelazi u obicni.

UvrStavanjem (3) 1 (4) u (1) dobije se:

¢ I dr
= —b— 5
) _[;uo Py (5)
Integracijom dobije se:
Ib, x
4=t X (6)
2r ¢

Tok u drugoj petlji odredit ¢e se ponavljajuci postupke izraCuna toka u prvoj
petlji:
Udb. c+a
g= "
2 X

(7)

Izjednacavanjem tokova dobije se:

x=,c(c+a) (=0,4m) (8)

Dimenzije petlji su:
(x—c)xb=0,3x0,8m"

(a—x)xb=11x0,8m’

R/ R/ /7
° 0’0 0’0

Primjer 15.1.8.

Beskonacno dugi ravni vodi€ i petlja a xb leze u istoj ravnini, slika 1. Vodic¢
je od petlje udaljen za c i njime tecCe struja jakosti /. Za koliko se mora
produZiti stranica a da se tok u petlji udvostruci?

Podatci: 7 =50A, a=03m, b=0,8m, ¢c=0,Im.
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Rjesenje

Iy X X X X X
__-dS B b
X X X X X
| | I L
T | |
o : :
| | |
| i i .
r=c¢ r=atec r=x

Si. 1. Petlja i vodic leze u istoj ravnini

Tok u petlji axb, prema (14.4), jest:

¢ab :Iédg
gdje je:
1
B=u,—
. 2rr

indukcija, prema (11) primjera 15.1.1, beskona¢no dugog, ravnog

vodic¢a kojim tece struja jakosti /,
dS=bdr

element povrsine petlje, slikal.

(1)

(2)

)

Buduéi da su vektori B i dS' u (1) medusobno kolinearni, skalarni umnozak
prelazi u algebarski. UvrStavanjem (2) 1 (3) u (1) traZeni tok jest:

c+a I d]/'
Bp= | My —b—
. 2T r
Integracijom dobije se:
Ib, c+a
¢ab = /JO ln

4)

)
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Da bi se tok petlje a xb udvostrucio, stranicu a treba povecati tako da je tok
petlje (x —(a+ c))x b jednak toku petlje axb.

Tok u petlji (x —(a+ c))x b (- ponovite postupak izracuna toka u petlji
axb),jest:
_ Mdb o x

= In 6
¢(x—(a+c))b 217 c+a ( )

Izjednacavanjem (5) 1 (6) dobije se x=1,6m.
Stranica a mora se povecati

za x—(c+a) (=12m) (7)

Sl. 1. Odredivanje magnetske indukcije u bilo kojoj tocki prostora

4B = o~

15.3
dr r ( )

1dl xF7,
2
gdje je:
r - udaljenost elementa vodica dl do promatrane to¢ke (m)
I - jakost struje (A)
7, - jedini¢ni vektor usmjeren od elementa vodica di prema tocki
promatranja

d/ - element duljine vodica, kojem je smjer odreden smjerom struje u
vodicu (m).
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Primjer 15.2.1.

Kroz ravni vodi¢ duljine L teGe struja jakosti /. Odredite vektor indukcije B
po iznosu 1 smjeru u tocki P na udaljenosti a od vodica, slika 1a. Posebno
odredite indukciju B ako L — oo,

Podatci: 7/ =250A, L=75m, a=0,75m, b=15m.
Rjesenje

P
?,
Al
2 4

~ T,

nS_ 2
/a e
// \ et

/ -

K

/

T

x

b)

Sl. 1. Tocka promatranja P nalazi se na udaljenosti a od vodica a), element
duljine dl' vidi se pod kutom d¢ iz tocke promatranja P b)

Indukcija B u to¢ki promatranja P, prema (15.3), jest:

4B = £l

Idix?o
—_— 1
A r? b



34 15. Osnovni zakoni magnetskog polja

Vektorski umnozak d/ x 7y, u (1), za bilo koji element duljine di ravnog
vodica, daje doprinos dB u tocki promatranja P smjera “iz papira® (potvrdite

to pravilom desne ruke). Slijedi, vektorski zbroj doprinosa dB prelazi u
algebarski zbroj. Jednadzba (1) postaje:

dB:,u_OIdlsTa
dr r

)

U (2) pojavljuju se tri varijable: « , [ i . Nuzno je, rjeSenja radi, svesti ih
samo na jednu nezavisnu varijablu i to ¢. Iz slike 1b razabire se:

[=atgp = dI= a2 de (3a)
cos” @
a+90-¢)=180 = da=de (3b)
COS(ng - ;=12 (3¢)
r cosp
Uvrstavanjem (3) u (2) dobije se:
1
dB =2 cos pde 4)
4ra
Magnetska indukcija u tocki P jest:
,uol %)
B= Jcos pdo (5)
dra -
P
Iz tocke promatranja P vidi se vodi¢ duljine L pod kutom (—¢,,¢,).
Integracijom (5) 1 uvrStavanjem granica dobije se:
I . :
B =" (sin ¢, +sin ) (6)
4ra

gdje je prema slici la:
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@ = arctgé (=63,43°) (7a)
a

L-b
@, =arctg—— (=82,87°) (7b)
a

Indukcija B prema (6) u toc¢ki promatranja P, prema (6), jest: B=62,88uT.

Beskonacno dugi vodic€ iz tocke promatranja vidi se pod kutovima (¢, = ¢,).
Slijedi, prema (6), trazena indukcija:

=l Z6.66uT) (8)
2ra

X/ X/ R/
0’0 0’0 0’0

Primjer 15.2.2.

Kruznom petljom radijusa R te€e struja jakosti /. [zraCunajte magnetsku
indukciju B u sredistu petlje.
Podatci: /=50A, R=0,05m.

Rjesenje

SI. 1. Strujnom kruznom petljom tece struja jakosti I

Diferencijal magnetske indukcije B u sredistu petlje, $to je uzrokuje element
strujne petlje / dr, prema (15.3), jest:

dB =
dr r

[dl x7
_20 (1)
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Za dani smjer struje, slika 1, prema pravilu desne ruke, smjer indukcije bilo
kojeg elementa strujne petlje a u srediStu § te iste kruzne petlje je “iz papira®.
Slijedi, vektorski zbroj (1) prelazi u algebarski. I nadalje, kut izmedu di i A
jest pravi kut pa (1) postaje:

2R7
_ Ml dl
b= 4 '([ R’ @
Integriranjem dobije se:
1
B= éiR (= 0,63 mT) 3)

Primjer 15.2.3.

N zavoja namotano je gusto na neferomagnetski disk u jednoj ravnini, slika 1.
Odredite indukciju u sredisStu diska.
Podatci: /=0,5A, R, =3cm, R,=7cm, N =650 .

Rjesenje
zy

Ry

e

R1
OICIOIOICIO) (XNX)-’XJ‘L)(IDQQ(X

[
(]
|1l
X
r | dr
T

-

SI. 1. Svitak od N zavoja namotan je gusto u jednoj ravnini na
neferomagnetski disk

Magnetska indukcija B odredit ée se uporabom Biot-Savartova zakona
(15.3):
TN A BT
dB =" — (1)

dr r

gdje je:

dr (2)
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struja svitka S$to je nosi element radiusa dr,

dl =rdepeé 3)

4

element duljine kruzne petlje debljinedr , vidi sliku 2.

/ bp=dt

rde=d¢

ae

(Wi
S

SI. 2. Element kruznice dl vidi se iz sredista kruznice radijusa r pod
kutom do

Budu¢ida je €, x7, =€, jednadzba (1) postaje:

_ HIN  dedr
° 4n(R,—-R) r

(4)

Integriranje po ¢(0,27) jest 27, pa (4) postaje:

IN dr
SR A 5)
2(R,~R,) r

Integriranjem po » (R,,R,) (5) dobije se:

mIN R

., = m Rl (= 4,32 mT) (6)

J/ R/ 7
0’0 0‘0 0’0
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Primjer 15.2.4.

KruZznom petljom radijusa R tece struja jakosti /. IzraCunajte magnetsku

indukciju duz osi kruzne petlje. Takoder nacrtajte raspodjelu indukcije B
duz osi petlje.

Rjesenje

a) b)

SI. 1. Doprinos indukcije dB od elementa I a), normalne komponente bilo

koja dva dijametralna elementa Il medusobno se ponistavaju b)

Doprinos indukcije dB elementa 1dl u tocki promatranja P, prema (15.3),

jest:
o pl A <7,
dB=—"—— 1
4 @)
Budu¢i da
element vodica d/ zatvara pravi kut s jedini¢nim vektorom dB, slika

la,
normalne komponente bilo koja dva dijametralna elementa I
medusobno se ponisStavaju, slika 1b,
pa ostaju samo z komponente indukcije i vektorski zbroj prelazi u algebarski
zbroj:
dB, =dBcosa (2)

Uvrstavanjem (1) u (2) dobije se:
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d/cos
2

aB, = !
4 r

Budu¢i da je element vodi¢a d/ neovisan o varijablama « 1 r,

integriranjem (3) dobije se:

ol cosa *F
dB, === [l

drr )

B - HyIR czos o
2r

gdje je prema slici 1b
R 2 2
coso =— r=vz"+R
r

Uvrstavanjem (6) u (5) dobije se:

IR?
BZ — ILIO 5

2(z° + R*)?

Iz (7) vidljivo je da indukcija ima maksimalni iznos za z=0,

za z — *o indukcija B, — 0, slika 2.

g

N

0

SI. 2. Raspodjela indukcije duz aplikate z

/7 \/ K/
0‘0 0‘0 0‘0

3)

4)

)

(6)

(7)
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Primjer 15.2.5.

Beskonaéno dugim ravnim vodi¢em tece struja jakosti /. Na udaljenosti a od
vodic¢a nalaze se dvije strujne petlje kruznog oblika i radijusa R, pri ¢emu je
R< a. Strujne petlje 1 vodi€ nalaze se u istoj ravnini. Odredite struje strujnih
petlji po iznosu 1 smjeru na nacin da je indukcija u njihovu sredistu jednaka
nuli.

Podatci: 7/, =40A, R=5cm, a=10cm.

Rjesenje
Na slici 1a prikazan je vodi¢ i strujna petlja te smjer indukcije B &iji je uzrok
struja vodi¢a. Indukcija B, ravnog, beskonaénog dugog vodita protjecanog

strujom jakosti /, prema (8) primjera 15.2.1 jest:

Iy struja petfe

tia

a) b)

SL. 1. Smjer indukcije u sredistu petlji, BV, kao posljedica struje vodica a) te
smjerovi struja petlji ¢ija ¢e indukcija Ep ponistiti indukciju
vodica BV b)
1
B, = Holy (1)
2ra
Indukcija Ep Sto je stvara struja petlje 7, u sredistu petlje, prema (3) iz

primjera 15.2.2 jest:

1

Iz jednakosti magnetskih indukcija (1) i (2) dobije se:
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I = izv (=6,366A)
wa

J/ R/ 7
0’0 0’0 0’0

Primjer 15.2.6.
Strujnom petljom kruZnog oblika, radijusa R, teCe struja jakosti /. Na
udaljenosti a od njezina srediSta nalazi se vodi€ duljine L, kojim tece struja
jakosti 7 . Petlja i vodi€ leze u istoj ravnini. Za zadane smjerove struja u
vodicu 1 strujnoj petlji odredite rezultiraju¢u magnetsku indukciju u sredistu
strujne petlje za:

a) zadanu struju strujne petlje 1 vodica, slika 1

b) takvu duljinu vodica pri kojoj je rezultirajuca indukcija jednaka

dvostrukoj indukciji strujne petlje, slika 2

c¢) ravni vodi€ koji jednom svojom stranom — +oo, slika 3.

Podatci: A =6,5A,1,=130A, a=Im, L, =3m, L,=0,5m, R=0,2m.

Rjesenje

a)

lo- struja petlje

L 1 Lo
1

-

SI. 1. Vodic duljkine L, smjeSten je asimetricno s obzirom na strujnu petlju

Smjerovi vektora magnetske indukcije strujne petlje i ravnog vodica u
srediStu strujne petlje medusobno su kolinearni, * izlaze “ 1z papira, pa
vektorski zbroj indukcije prelazi u algebarski:

B=B, +B, (1)

gdje je:
/JOIp

B, =" @)
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indukcija strujne petlje radijusa R u njezinu srediStu, prema (3) primjera
15.2.2,

B, = v (5in g, +sin ) 3)
drra

indukcija ravnog vodi¢a duljine L na udaljenosti a od njega, prema (6)
primjera 15.2.1,

=0 , >0 (4a)
p,=-a, , a,>0 (4b)
a, = arctgM (=74,05°) (5a)
a
LO o
a, =arctg— (=26,56°) (5b)
a

kutovi pod kojima se vidi ravni vodi€¢ duljine L; iz to¢ke promatranja P,
v. sliku 1.

Trazene indukcije prema (2) 1 (3) jesu:

B,=6,68uT, B, =20,42uT, B=27,1uT.

b)

I~ struja petfje

%

SI. 2. Ravni vodic duljine L1 poprimio je duljinu L3

Buduc¢i da se zadatkom trazi da je rezultiraju¢a indukcija u srediStu strujne
petlje jednaka dvostrukoj vrijednosti indukcije strujne petlje, slijedi da je:
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B =B (6)

gdje je:
B, indukcija strujne petlje u njezinu sredistu (2),

I, . .
B, = Hocs (sin @, +sing,) (7)
4ra
indukcija ravnog vodica duljine L3 na udaljenosti @ od njega, prema (6)

primjera 15.2.1 (ravni vodi¢ L3 definiran je kutovima %:- poznat i ;-
nepoznat,

* *

o, =a, , a >0 (8)
kut pod kojim se iz toc¢ke promatranja P vidi vodi¢ duljine L.

UvrStavanjem (2) 1 (7) u (6) dobije se:

luOIV : * : 'UOIP
s @, +sin @)= 9
Ara (sin @, ?) R )
Iz (9) dobije se: ¢, =37,54°
Iz slike 2 dobije se:
L, =atgp, (=0,768 m) (10)

Ukupna duljina vodica jest: L, =L, + L, + L, =4,268 m.

c)

Io- struja petlje

Si. 3. Strujna petlja i vodic polubeskonacne duljine



44 15. Osnovni zakoni magnetskog polja

Rezultiraju¢a indukcija, kao i u a), jednaka je superpoziciji indukcija strujne
petlje i ravnog vodica:
B=B +B, (11)

gdje je:
B, indukcija strujne petlje u njezinu sredistu (2),

B =*l (g —sing) (=255uT) (12)
dra

indukcija vodica polubeskonacéne duljine, primjera 15.2.1,

p=a , o>0 (a=7405° (13a)

*

0, =a, , 052>0 (052:"'%) (13b)

kutovi pod kojima se vidi ravni vodi¢ iz tocke promatranja P.

Rezultiraju¢a indukcija, prema (11), jest: B=4592uT.

Primjer 15.2.7.

Nadomjestite vodi¢ beskonacne duljine kojim tece struja jakosti 7 vodi¢em
konacne duljine L kojim tece jednaka struja na nacin da je indukcija B,
vodi¢a konacne duljine na udaljenosti a od njega unaprijed zadani postotak p
indukcije B, beskonacno dugog vodica.

Podatci: a=1m.
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Rjesenje

Sl. 1. Vodic konacne duljine L, vidi se i tocka promatranja P pod kutom 2¢

Iz uvjeta zadatka dobije se:

B, =pB, (1)
gdje je:
I . .
B, = (sin , +sin ) 2)
dra

indukcija vodica konacne duljine, prema (6) primjera 15.2.1,

g =l 3)

* 2ra

indukcija beskona¢no dugog, ravnog vodica, prema (11)
primjera 15 .1.1

P=P = (4)
kutovi, vidi sliku 1, pod kojima se iz tocke P vidi vodi¢ konacne duljine.
Uvrstavanjem (2) 1 (3) uz (4) dobije se:
@ =arcsin p (5)
Tocka promatranja P nalazi se na polovici duljine vodica, a na udaljenosti a

od njega.
L=2atgp (6)
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Daje se duljina L za neke od postotaka p:

p

0,95
0,96
0,97
0,98

0,99

@(°)

71,81
73,74
75,93
78,52

81,89

L(m)
6,085
6,857
7,98
9,85

14,036

Zakljucak: 1z (1) slijedi da ako raste p, raste i L i obrnuto.

Primjer 15.2.8.

R/ X/ X/
0’0 0’0 0’0

Ravni, beskonac¢no dugi vodi€ savijen je pod pravim kutom. Vodi¢em tece
struja jakosti /. Odredite promjenu magnetske indukcije duZ simetrale:
a) unutarnjeg kuta, slika 1
b) vanjskog kuta, slika 2.

Rjesenje

a) promjena indukcije duz simetrale unutarnjeg kuta

Pl

Y~

|

Sl. 1. Beskonacno dugi, ravni vodic savijen je pod pravim kutom

Smjer indukcije B u toc¢ki promatranja P za zadani smjer struje, uporabom

pravila desne ruke, od jednog 1 drugog polubeskona¢nog dugog vodica je u

“papir®. Zbog simetrije, jednaka udaljenost to¢ke promatranja P od jednog 1
drugog vodica, rezultiraju¢a indukcija jednaka je algebarskom zbroju
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indukcija svakog od polubeskonacnog vodic¢a. Prema (6) primjera 15.2.1
dobije se:

I . :
B=2"(sin , +sin ) (1)
4ra
gdje je:
p=a , o =+45°

=0, , a,=+90°

kutovi pod €ijim se zbrojem ¢, + ¢, iz to€ke promatranja P vidi jedan
od polubeskonac¢no dugih vodica.

UvrStavanjem iznosa kutova u (1) dobije se:
B=tl 4 2y )
4ra

b) promjena indukcije duz simetrale vanjskog kuta

AN
~_ P

~

Sl. 2. Beskonacno dugi, ravni vodic savijen je pod pravim kutom

Smjer indukcije B u toc¢ki promatranja P za zadani smjer struja je iz
“papira“. Zbog simetrije, navedene u a), rezultiraju¢a indukcija, prema (6)
primjera 15.2.1, jest:

B=24L (sin g, +sin ) 3)
drra

gdje je:
p=0 , o=-45°

»=a, , a,=+90°



48 15. Osnovni zakoni magnetskog polja

kutovi pod €1jom se razlikom ¢, — ¢, 1z to¢ke promatranja P vidi
jedan od polubeskonacno dugih vodica.

Uvrstavanjem iznosa kutova u (3) dobije se:

=t o (&)
4ra

Primjer 15.2.9.

Pokazite da je indukcija B ravnog vodica kojim teCe struja jakosti / jednaka
nuli u svim tockama njegove osi (van vodica) ako:

a) duljina jednog kraja vodi¢a — +o0

b) je vodi¢ konacne duljine L.

Rjesenje
a)
P r,
Ny,
@
—X
al  \n
\\\\
AN
\\
\ J
P’ b o ]

SI. 1. Vodic duljine L — +o© vidi se iz tocke promatranja pod kutom ¢, — @,

Iznos magnetske indukcije B u tocki promatranja P, prema (6) primjera
15.2.1, jest:

B=*L (sin g, +sin ) (1)
dra

gdje je:
@, 1 @, kutovi pod kojim se vide pocetak i kraj vodica iz tocke P.

Tezi li tocka P prema Pi, dakle tezili a - 0, kut ¢, > —% , pri cemu je kut

Y, = z 1 nepromjenjiv je.

Prema slici 1 udaljenost tocke promatranja P od osi vodica jest:
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a=r,cos, 2)
Uvrstavanjem (2) u (1) dobije se:
B — IUOI Sin (02 + Sin (01 (3)
4rr, Cos @,
U grani¢nom prijelazu, ako a — 0, odnosnio ¢, — —% dobije se:
B:'UOI im 1+sm ¢, )
4rn 4, -7 oS
o 0 : ) .
neodredeni oblik 0 Pri tome udaljenost 7; = b (konacna vrijednost).
Uporabom L Hospitalova pravila na (4) dobije se:
gl m (=0T) (5)
4rn @—f% —Ssm ¢,
b
) P
Q‘\%\\ s
RN
al .
n
AN S
- Lo _
P’ b - X

SI. 2. Vodic konacne duljine L vidi se iz tocke P pod razlikom kutova ¢, — ¢,

Indukcija B u to¢ki promatranja P, prema (3), jest:

B= Hol, sn @, +sin ¢,
4rr COS @,

U grani¢nom prijelazu kada a — 0 kutovi ¢, — —% 1¢,—> % Slijedi:

grani¢ni prijelaz funkcije (6) jest s dvjema nezavisnim varijablama.

(6)
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Napomena: 1z matematike je poznato ako funkcija dviju varijabli ima sigurno
granicni prijelaz, tada je:

lm = f.(x,y)=lm(lm f(x,y)) (7)

(xy)—>(a,b)

Granicni prijelaz (6) prema (7) jest:

leuoll llm (hl’l’l sm(p2+sm(pl):,u0]1 ]]m (1+Sll’1(01) (8)
A7H 52 pnT  COSQ 471 -7 cosQ,
: : .0
Limes (8) jest neodreden oblik 0
Primjenom L Hospitalova pravila na (8) dobije se:
I, .
B= ,uo 1 ]]IIl COS ¢1 (: O) (9)

A7 g2 —sin @,

/7 R/ /7
0’0 0’0 0’0

Primjer 15.2.10.

Dva polubeskona¢no duga, ravna vodi¢a spojena su medusobno polovinom
strujne petlje radijusa R, slika 1. Odredite indukciju B u sredi$tu strujne
petlje.

Podatci: /=40A, R=0,Im.

Rjesenje

XY

SI. 1. Polukruzna strujna petlja i polubeskonacno dugi vodici
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Rezultiraju¢a magnetska indukcija B u to¢ki promatranja P jest zbroj triju
indukcija. Budu¢i da su doprinosi indukcija od svih triju vodi¢a istog smjera,
vektorski zbroj prelazi u algebarski:

B=B +B, + B, (1)

Doprinos indukciji od struje u polubeskonac¢no dugom vodicu 1 jest nula
indukcija B, =0, vidi primjer 15.2.9.

Doprinos indukcije od struje u polupetlji, prema (3) primjera 15.2.2, jest:

|y
B =—2" (=125,66uT 2
T 5ok ( uT) (2)

Doprinos indukcije od struje u polubeskona¢nom dugom vodicu 2, prema (6)
primjera 15.2.1, jest:

I . .
B, =" (sin g, +sin ) 3)
dra

gdje je a = R udaljenost ravnog vodic¢a 3 od tocke promatranja,

p=0 , =0

kut pod kojim se 1z to€ke P vidi polubeskonacni ravni vodic 3.

Uvrstavanjem u (3) dobije se:

Lol
="—"— (=40uT 4
ST 4xR ( uT) 4)

Rezultiraju¢a indukcija, prema (1), jest: B=165,66uT.
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Primjer 15.2.11.

Beskonaéno dugim, ravnim vodi¢em tece struja jakosti /i. Drugi, takoder
beskonacno dugi vodi€ savijen je pod pravim kutom pomocu Cetvrtine strujne
petlje 1 na udaljenosti a je od prvog vodica, slika 1. Njime tece struja jakosti
b. Odredite iznos 1 smjer struje /> na nacin da je iznos indukcije u tocki
promatranja, zamisljeno srediSte kruzne petlje, jednak nuli.

Podatci: 7/, =45A, a=4R.

Rjesenje

SI. 1. Sustav dva vodica: ravnog i savinutog pod pravim kutom

Rezultiraju¢a indukcija moZe biti jednaka nuli u tocki promatranja P samo
ako su smjerovi struja u vodi¢ima kao na slici 1. Indukeija B, u tocki P

uzrokovana strujom /i kroz beskona¢no dugi ravni vodic, prema (8) primjera
15.2.1, jest:

1
B, =41 ()
2ra

Doprinos indukcije B, u tocki P daje samo dio kruzne strujne petlje (nema
doprinosa polubeskona¢nih ravnih vodica, v. primjer 15.2.9). Indukcija B, ,
prema (3) primjera 15.2.2, jest:

1w,
B, =—~%2% 2
* 4 2R @)
Izjednacavanjem (1) 1 (2) dobije se:
I, = 4R1, (=14,32A) (3)
a
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Primjer 15.2.12.

Strujnu petlju ¢ini dio zakrivljenog vodic¢a radijusa R, a dio je ravni vodi¢-
tetiva kruznice srednjeg kuta 2« . Odredite indukciju B u sredistu petlje ako
vodicem tece struja konstantnog iznosa /.

Podatci: /=25A, R=0,3m, o =60°.

Rjesenje

Sl. 1. Strujna je petlja dio kruznice (27 —2a), a dio je pravac

Smjer vektora magnetske indukcije petlje prikazane na slici 1, a u njezinu je
srediStu okomita na povrSinu omedenu petljom 1 “izlazi iz papira“. Budu¢i da
su smjerovi indukcije 1 zakrivljenog i ravnog vodica u srediStu isti, slijedi da
vektorski zbroj prelazi u algebarski:

B=B_+B, (D
gdje je:
I=2R(7-a)
N d/
e )

0
indukcija zakrivljenog vodica radijusa R, prema (6) primjera 15.2.1,

[=2R(r—«) (3)
luk, dio kruznice radijusa R,

BV — ILlOI
47 R

(sin @, +sin ¢,) (4)

indukcija ravnog vodi¢a konaéne duljine, prema (2) primjera 15.2.5,
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¢ =ta (5a)
¢, =+a (5b)
kutovi po kojima se vidi vodi¢ konaéne duljine iz to¢ke promatranja P.

Integriranjem (2) dobije se:

B, = Hl(m—a) (=34,9061T) (6)
27 R

UvrStavanjem zadanog kuta ¢, =, ¢, =a u (4) dobije se:

B =Sy 43T 7
27 R

Rezultiraju¢a indukcija, prema (1), jest: B=49,339uT.

/7 R/ /7
0’0 0’0 0’0

Primjer 15.2.13.

Kroz dva ravna, beskonacno duga vodica teku struje /1 1 /2. Vodici se sijeku
pod pravim kutom. Odredite rezultiraju¢u indukciju u to¢kama A4 i1 C koje su
od vodica udaljene za a. Toc¢ke i vodi€ leZe u istoj ravnini.

Podatci: [, =1,=1=50A, a=25m.

Rjesenje
y
Ba B T Bic By
® X 1 OREY
Ap———mmmm +C
I a a |
| |
a : i a
| |
| l |
X

SL. 1. Vodiciitocke A i C leZe u istoj ravnini
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Magnetske linije ravnog, beskona¢no dugog vodica kruZnice su s ishodiStem
u osi vodi¢a. Budu¢i da vodici 1 to€ke promatranja 4 1 C leze u istoj ravnini,
magnetske linije “ulaze* ili “izlaze* iz papira. Slijedi, vektorski zbroj/razlika
magnetskih indukcija u tockama promatranja prelaze u algebarski
zbroj/razliku.

Indukcija beskona¢no dugog ravnog vodica, kojim te€e struja jakosti /, na
udaljenosti a, prema (8) primjera 15.2.1, jest:

I
2ra

Indukcija u tocki 4: Indukeyja B, 1 B,, jednake su po iznosu i smjeru pa
vektorski zbroj prelazi u algebarski.

B, =B, +B,, =2 = (=0,8uT)
2ra

Indukcija u tocki C: Indukcija B,. 1 B,. jednake su po iznosu i suprotne po
smjeru pa je rezultiraju¢a indukcija jednaka nuli.

K/ K/ /
0‘0 0‘0 0‘0
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16. SILA I RAD NA VODIC KOJIM TECE
STRUJA U MAGNETSKOM POLJU

Sila na vodi¢ kojim tece struja u magnetskom polju jest sila na naboj u
gibanju u tom istom polju. Sila na naboj u gibanju, ako ne postoji
elektrostaticko polje, prema (14.2), jest:

F. =q(VxB) (16.1)

gdje je:
ﬁ’m - magnetska sila (N)
q - naboj (As)
v - brzina gibanja naboja (m/s)
B - magnetska indukcija (T).

Sila na ravni vodi¢ u homogenom magnetskom polju, prema (23.6), jest:
F_=I(LxB) (16.2)

gdje je:

I - struja vodica (A)

L - duljina vodi¢a (m) ¢&ije je vektorsko znaGenje definirano

smjerom struje

B - magnetska indukcija (T).

Rad i energija: Rad po definiciji, najopcenitije, jest djelovanje sile na putu.

Slijedi, izvrSeni rad jest umnozak sile 1 puta na kojem ta sila djeluje. Prema
(23.11) jest:

A= j E dl (16.3)
d/

gdje je:
dl - element puta (m).

Uvrstavanjem (16.2) u (16.3) dobije se:

A:j](ixé)di (16.4)
d/

Energija: Sposobnost tijela da izvrsi rad.
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Primjer 16.1.

Stap duljine L giba se translatorno brzinom ¥ duZ osi x u ravnini z =0 . Stap
ima dva stupnja slobode gibanja: rotaciju i gibanje okomito na smjer brzine.
Ako su na krajevima Stapa naboji ¢, 1 ¢, , pri ¢emu je g, =—q, = q, odredite
elektromagnetsku silu na naboje u gibanju. Takoder odgovorite hoce li do¢i
do rotacije (spreg sila) ili pomaka Stapa duz osi vodica.

Rjesenje
Yy
] F21
I + q, @ +_...{7
By, ¢
Ta
L v 0 X
ﬁ
-3 v
By
1 Fi2
a) b)

SI. 1. Stap duljine L giba se translatorno brzinom v i nosi naboje + q a) i

smjerovi indukcije B na mjestima naboja b)
Sila na naboj u gibanju, prema (16.1), jest:
F=q(VxB) (1)

Indukcija B, §to je stvara naboj ¢, na mjestu naboja ¢, 1 obrnuto, izraCunat
¢e se uporabom Biot-Savartova zakona (15.3):

_ [ dI %7,
del:luL _~

2)

A r?

gdje je:
B,, indukcija $to je stvara naboj ¢, u gibanju na mjesto naboja ¢, .
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Element struje 7d/ u (2) mozZe se izraziti kao:
Idl ==1dl =dgqv (3)
gdje je:
d/ =dx - element puta (m).
Uvrstavanjem (2) u (3) dobije se:

L dgvxr
dB,, =y ———
21 = Ho 4z I
gdje je:
r = L -udaljenost medu nabojima (m)
7, - jedini¢ni vektor koji je usmjeren od jednog naboja prema drugom.

Integriranjem dobije se:
5 q Vi

B, =u,— 4
21 = My 4z 2 4)
Iz slike 1b takoder je vidljivo da vektori v i 7, zatvaraju pravi kut pa
jednadzba (4), indukcija $to je stvara naboj ¢, na mjestu naboja ¢, , jest:
— qv , .
B, =u,——(—e€ 5
21 = My A L2( ) (5)
Uvrstavanjem (5) u (16.1) dobije se sila na naboj g, =+¢ :
2.2
~ q v . -
F, = e, x(—e 6
21 = Hy 47Z'L2( X ( z)) (6)
ili u obliku:
_ q2v2
F, = e 7
21 = Hy Agl? (7)

Sila na naboj, ¢, =—¢ , prema istom obrascu jest:
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2.2
— qVv -
F12 = ILIO 47Z'L2 (_ey) (8)

gdje su }712 1 1321 sile prvog naboja na drugi 1 obrnuto.

Sile Fu 1 1321 po iznosu su jednake 1 suprotne po smjeru pa je njihov zbroj
jednak nuli. Slijedi, Stap duljine L zadrZat Ce translatorno gibanje duz osi
apcisa.

\/ / \/
0’0 0’0 0‘0

Primjer 16.2.

Ako §tap iz prethodnog zadatka zatvara kut & prema osi + x, slika 1,
odredite moment (spreg sila) koji djeluje na njega.

y
9
iy

Rjesenje

Fa1
————
v

K|~
i

n~

SI. 1. Na Stap e djelovati spreg sila: M = Fm xd
Moment sila }7“12 1 1’7“21 na Stap duljine L jest:

—

M =GaxFy +dx

finll

> (1)

gdje je:
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1’312 1 17"21 sila prvog naboja na drugi 1 obrnuto, definirana s (16.1)
odnosno (16.2),

. L . L.
a=—cosae +—smae (2)
2 2 Y

krak sile s obzirom na tocku A, slika 1.

Buduc¢i da su sile }7“12 i ]321 jednake po iznosu i suprotne po smjeru,
jednadzba (1) postaje:

—

M =2F, xa 3)
Odreduje se indukcija Sto je stvara naboj ¢, u gibanju na mjesto naboja ¢, .
Prema (4) primjera 16.1 trazena indukcija jest:

Uyq VXT,
"= @

Buduc¢i da vektori v 1 7, zatvaraju kut od 180" —« , jednadzba (4) postaje:

Hoq vSsin o
=— —e 5
21 472_ Lz ( Z) ( )

Uvrstavanjem (5) u 16.1 dobije se:

2.2
~ g Vv snma
= Uy ————¢€ 6
21 = Hy g y (6)
UvrsStavanjem (2) 1 (6) u (3) dobije se:
~ 1,q° v’ sin acosa
M =22 e xe 7
v— (e, xe,) (7)
ili u obliku:
2.2
W = Ml staé ()

8L ’

J/ / 7
0’0 0‘0 0’0
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Primjer 16.3.

Kroz dva usporedna, ravna, beskona¢no duga vodica teku struje /1 1 /> u istom
smjeru. Odredite silu po jedinici duljine, po iznosu 1 smjeru.
Podatci: /,=75A, I,=100A, a=0,2m.

Rjesenje

© 1@
Iy I
0
. & y
I/’%
. %1 &

SL. 1. Vodic kojim tece struja I> nalazi se u polju indukcije [312 prvog vodica
Sila na vodi¢ u magnetskom polju kojim tece struja, prema (16.2), jest:
Fy=1,(L,%B,,) (1)
gdje je:
b - struja drugog vodica (A)

L - duljina drugog vodica (m)

5 Mol
B = e 2
Y 27a ’? @)

indukcija Sto je stvara struja prvog vodi¢a na mjestu drugog vodica.

Uvrstavanjem (2) u (1) dobije se:

= I L
Fo=C0 1@, xé,) ©

Vektorski umnozak ¢, x €, daje smjer —¢, . Jednadzba (3) postaje:
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- L,
F.=—"—-=]r¢
2 2ra "

Dijeljenjem (4) s duljinom L2 dobije se sila po jedinici duljine:

ﬁiz ps Mol 1, =
—==f,=—"—"—=¢ (=-7,5¢ mN/m

L, S 2ra ° ( : )
Predznak minus govori o privla¢noj sili medu vodi¢ima.

/7 \/ K/
0‘0 0‘0 0‘0

Primjer 16.4.

Trofazni vod ¢ine tri vodi¢a. Vodici leze u istoj ravnini i medusobno su

paralelni, slika 1. Odredite silu na vodi€ br. 2 po jedinici duljine.

Podatci: 7, =600A, I, =1, =-300 A u promatranom trenutku vremena,

a=0,15m.

Napomena: Predznak struje , minus,, znaci da struje /> 1 /3 u trenutku

promatranja teku suprotno struji /;.

Rjesenje

Sl. 1. Tri vodica cine trofazni vod
Sila $to je stvaraju vodi€i 1 1 3 na vodi€ 2, prema (16.2), jest:
F=1,(L,x(B, +B,))
gdje je:

5 Mol
B, = —e
12 27z'a ( y)

4

()

(1

)
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magnetska indukcija vodi¢a 1 na mjestu vodica 2,

5 Mol
B = e 3
2 4za ? )

magnetska indukcija vodica 3 na mjestu vodica 2,

—

L, =L,(-e,) 4)

vektor duljine vodica 2, sa smjerom u smjeru struje, suprotnim
osi aplikata.

Uvrstavanjem (2), (3) 1 (4) u (1) dobije se:

5 MLL ([ L5
F=——=|-¢e x(-[,+=1))e 5
27Z'Cl ( 4 ( 1 2 3) y) ( )

Sila po jedinici duljine, nakon sredivanja (5), jest:

bl Ly (=-1806 mN/m) (6)
2ra 2

Predznak minus ukazuje da je sila usmjerena suprotno od apcisne osi.

)/ \/ R/
0‘0 0’0 0‘0

Primjer 16.5.

Trofazni vod Cine tri vodi¢a. Vodic¢i su medusobno paralelni 1 smjeSteni su na
nacin da presjeci vodi¢a s ravninom okomitom na njih leze u vrhovima
istostrani¢nog trokuta, slika 1. Odredite silu na vodi€ br. 2 po jedinici duljine.
Podatci: 1, =250A, I,=1,=—-125A, a=0,15m.

Napomena: Predznak struje , minus,, znaci da struje /> i /3 u trenutku
promatranja teku suprotno struji /;.
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Rjesenje

Sl. 1. Tri vodica cine trofazni vod

Sila $to je stvaraju vodi€i 1 1 3 na vodic 2, prema (16.2), jest:

—

F=1I, [Zz X (Bn +E32)]

gdje je:

BIZ _ ol

- 27m\/§

(cosae, —sin ae,)

magnetska indukcija vodica 1 na mjestu vodica 2,

5 Hols
B, = —e
2T (—e,)

magnetska indukcija vodica 3 na mjestu vodica 2,

—

L,=L3¢

vektor duljine vodic¢a 2, sa smjerom osi aplikate,

a kut §to ga zatvara vektor indukcije B,, s osi ordinata (= 45°).

Budu¢i da je @ =45°, jednadzba (2) postaje:

~ 1
B,=%" -¢
12 472'(1( y x)

Uvrstavanjem (5) 1 (3) u (1) dobije se:

(1

)

3)

4

)
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_. 7Y AR 7Y SRS
F =I{Lz€z x 4;; (e, —€,)+Lye, x 4;; (—ey)} (6)

Sila po jedinici duljine uz €, xe, =—¢€_, €,x(—¢,)=—¢, 1 ¢,x(—¢,)=¢, jest:

X2 Yz

- Ul - -
f 4;; [(13 —1))e, _[ley] (7)

Uvrstavanjem zadanih vrijednosti dobije se:

—

f=-10,41(¢, +28,)mN/m (8)

iznosa: f =2328mN/m .

/7 R/
0’0 0’0 0

*

Primjer 16.6.

Pravokutna petlja, dimenzija axb, i beskona¢no dugi, ravni vodi¢ leze u istoj
ravnini, slika 1. Vodicem tece struja /1, a petljom L. IzraCunajte silu vodica
na petlju. Stranice petlje 4D 1 BC okomite su na ravni vodi¢ dok su stranice
AB 1 CD paralelne s njime.

Podatci: 7, =50A, I, =10A, a=0,3m, b=c=0,2m.

Rjesenje N
df
BC
y
B N h ¢
. de -
Iy Vatz, "¢ ®B12 b
oF i — dFgp
i, oz
0 A D X
Coe -
dFpa

SI. 1. Pravokutna strujna petlja nalazi se u nehomogenom magnetskom polju

Sila na element vodica dlﬁ2 pravokutne strujne petlje, petlja se nalazi u

nehomogenom magnetskom polju E’l ,, prema (16.2), jest:
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dﬁ:lz(djzxglz) (1)

gdje je:
D> - struja koja teCe strujnom petljom
df2 - element duljine petlje

—

I .
B,=%"(-z) )
27rx

indukcija na mjestu elementa dlﬁ2 Sto je stvara struja ravnog vodica /.

Vektorski umnoZzak dvaju medusobno okomitih vektora, dlq2 x B,,, daje smjer

djelovanja sile dF , slika 1. Iz smjerova sila na slici 1 zakljuGuje se da su sile
dFBC 1 dﬁD . ha istoj udaljenosti od ravnog vodica jednake po iznosu 1

suprotne po smjeru. Slijedi, rezultirajuce sile na stranicama AD 1 CB ne
pridonose pomaku strujne petlje, nego samo njezinoj deformaciji. Svi

elementi dlﬁ2 stranica AB 1 CD strujne petlje nalaze se u magnetskom polju
konstantne indukcije pa jednadzba (1) postaje:

Sila na stranicu 4B petlje:

ﬁAB = 12|:béy X M(_é’z)} (3a)
2rc
~ 1.1,b .
FAB:_ﬂO : Zbex (3b)
2rc
Sila na stranicu CD petlje:
Foy = 1| b(-2,) x 200 (3 (42)
Y 2n(cta)

Foo— Mol 1, b z

P 2r(cta) (4b)

* Linija magnetskog polja ravnog vodia protjecanog strujom / ima () komponentu: é¢ .

Medutim, u ravnini Z =0 jedini¢ni vektor é(p kolinearan/suprotan je €, .
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Rezultirajuca sila na petlju vektorski je zbroj sila F’ g 1 FCD . Budu¢i da su

sile F g 1 F’CD suprotne, umjesto vektorskog zbroja imamo algebarski zbroj

(rezultantna sila djeluje u — x smjeru):

Mol L, ab

2 (c+a)c (=-120) )

F=Fy—Fep=-

O/ J/ R/
0’0 0’0 0’0

Primjer 16.7.

KruZna petlja, radiusa R, 1 beskona¢no dugi, ravni vodi¢ leZe u istoj ravnini,
slika 1. Vodi¢em tecCe struja I a petljom L. [zraCunajte silu vodi¢a na petlju.
Podatci: 7, =50A, I,=40A, R=0,2m, a=0,3m.

Rjesenje

SI. 1. Kruzna petlja nalazi se u nehomogenom magnetskom polju

Sila na element vodica dlﬂ2 kruzne strujne petlje, petlja se nalazi u

nehomogenom magnetskom polju indukcije Eu , prema (16.2), jest:
dﬁ:lz(dizXE1z) (1)
gdje je:

b> - struja koja tece strujnom petljom
dlﬁ2 - element duljine petlje
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- I,
B, = Ho') (—e,) (2)
27X

indukcija na mjestu elementa dlﬂ2 od ravnog vodica
x=a+Rcosa 3)

udaljenost elementa dlq2 od ravnog vodica.

Vektorski umnozak dlﬁ2 x B,, umnozak je dvaju okomitih vektora &iji je smjer
radijalni u svakoj tocki kruzne petlje, slika 1 §to je ujedno, prema (1), i smjer
sile dF . Sila dF u svakoj to¢ki kruZne petlje moZe se rastaviti na dvije

komponente: dﬁx 1 dﬁy. Iz slike 1 vidljivo je, kao 1 u prethodnom zadatku,

da se y komponente sile dF koje djeluju na element dlﬁ2 smjestene zrcalno s

obzirom na apscisnu os medusobno poniStavaju, a x komponente sile
medusobno zbrajaju:

dF, =dF cosa =1,d/,B,,cosa 4)

Uvrstavanjem (2) 1 (3) u (4) dobije se:

w11, dl, cosa
— 707172 2 (5)

X

27 a+ Rcosa

gdje je:
d, =Rda (6)

element kruzne petlje koji se vidi pod kutom de iz sredista kruznice.

dF = ML, I,R cosada %)
27 a+Rcosa
Integriranjem (7) po kutu a[0,27r] dobije se ukupna sila.
2 T
FoF - Ul IR J- cosada yolllzRJ- cosada )

27 a+ Rcos o T a+ Rcosa

0 0
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Napomena:
RjeSenje integrala (8) prema matematickom priru¢niku Bronstejn-
Semendjajev, jest:

b—cyg
T cosaxdx _x b dc _x b aret ( c)g?
vb+ccosax ¢ c?b+ccosa ¢ ¢ g\ p*—c? 8 b2 — 2
Za b’ >c’.
Integriranje (8) daje:
(a-R)tg—

Fe ML LR a

2 2
arct
T R R az _R2 g [a2 _R2

a=0

Bududi da je po arctg(+o) = +% gornja granica iarctg(0) =0 donja granica,
rezultirajuca sila na kruznu petlju jest:

Fe M LR\ T a 2 i
T

Sredivanjem dobije se:

a

—} (= 0,86 mN) (9)

F= ,uolll{l R

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0

Primjer 16.8.

Petlja polukruznog oblika, slika 1, nalazi se u homogenom magnetskom polju

indukcije B . Indukcija B okomita je na povr$inu omedenu strujnom
petljom. Odredite silu na petlju po iznosu i1 smjeru ako petljom tece struja
konstantne jakosti /.

Podatci: / =5A, R =03m, R, =0,2m, B=12T.
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Rjesenje

x!

Sl. 1. Polukruzna petlja nalazi se u homogenom magnetskom polju

Sila na vodi¢ kojim tece struja jakosti / u magnetskom polju indukcije B,
prema (16.2), jest:

dF =I,(dl, x B,,) (1)

Rezultirajuca sila na polukruznu petlju jednaka je zbroju sila:

—

F=F +F,+F,+F, )

|
|

Sile Fl i 17“3 sile su radijalnog smjera i mogu se rastaviti na dvije medusobno

okomite komponente: dﬁx 1 dFy. Za o 1 a+ /2 radijalne sile jednake su

po iznosu, ali ne 1 po smjeru. Medutim, njihove x komponente jednake su po
1znosu 1 suprotne po smjeru te se medusobno ponisStavaju. Ostaje samo )

komponenta:
Slijedi, sve su sile kolinearne ili suprotne pa vektorski zbroj prelazi u

algebarski:
F:Fiy_F;_F'Sy_F; (3)

Odreduju se pojedine sile.
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Sila Fly:

gdje je:
dF, = 1(dl, < B) (4)

sila na vanjski dio strujne petlje
df, = Rda(-¢,) (5)
element strujne petlje na radijusu R, .
Uvrstavanjem (5) u (4) dobije se:
dF, = IR Blda(-¢,)x (-¢,)] (6)
Nakon vektorskog umnoska jedini¢nih vektora dobije se:
dF, = IR Bdaé. (7)
Ipsilon komponenta jest:
df}, =dF sin a = IR Bsin ada (8)
Integriranjem, u intervalu a[O, 7r], dobije se:

F, =2IRB (=36N) (9)

Sile 132 1 134 : Ove sile jednake su po iznosu i smjeru. Prema (1) dobije se:
F,=F,=1L,Bsm90° (=0,6N) (10)

gdje je:
L,=R —-R, (=0lm) (11)

duljina strujne petlje CD odnosno AB.

Sila Iiy : Ova sila odreduje se jednakim postupkom kao i sila ﬁ]y s tim da se

umjesto na radijusu R, sila odreduje na radijusu R, .
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F,=2IR,B (=24N) (12)

Uvrstavanjem (8), (10) 1 (12) u (3) dobije se:

F=0N

Zakljucak: Nema sile na strujnu petlju. Strujna je petlja u stanju mirovanja s
tendencijom njezina deformiranja.

X/ R/ R/
0’0 0’0 L X4

Primjer 16.9.

Metalna traka pravokutnog presjeka i beskonac¢no duga leZi u istoj ravnini s
beskonacno dugim, ravnim vodi¢em 1 s njim je paralelna. Ako vodiem 1
trakom teku struje /1 1 I> istog smjera, odredite silu po jedinici duljine medu
njima.

Podatci: 1, =50A, I, =600A, a=50mm, b=2,5mm, c=75mm .

Rjesenje

dx

SI. 1. Ravni vodic i traka leZe u istoj ravnini i medusobno su paralelni

Sila izmedu vodica 1 trake odredit ¢e se na nacin da se odredi sila izmedu
struje /1 1 kvazilinijske struje hx metalne trake. Prema (16.2) dobije se:

dﬁ:lzx(zzxg’lz) (1)
gdje je:
I, =J,bdx (2)

kvazilinijska struja metalne trake

I
Jy =2

= b (3)
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gustoca struje metalne trake

2= €, 4)

indukcija struje /1 na mjestu kvazistruje /ox
L,=Lg¢ (5)
duljina trake.

Uvrstavanjem (2), (4) 1 (5) u (1) dobije se:

dF = J,bdx(L,Z, x2 ol 5 é) (6)
Uz e, x¢é, =—¢ silapo jedinici duljine, jednadzba (6), postaje:
- I -
df =— qul—JZb % e, (7)
2r X

Sila je, prema ocekivanju, vidi primjer 13.6, privlacna. Iznos rezultirajuce
sile dobije se integracijom u granicama (c, c+a):

IJb c+a
fﬂoﬂln | )

Uvrstavanjem granica, te zamjena gustoce struje J> (3), dobije se:

f:“olllzmcza (= 613mN) 9)

2rwa

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0

Primjer 16.10.

Dvije ravne, beskona¢no duge trake dimenzija axb leze u istoj ravnini i
medusobno su pomaknute za c, slika 1. Trakama teku struje 7, 1 7, . Odredite

silu po jedinici duljine medu trakama ako njima teku struje u istom smjeru.
Podatci: 1, =450A, I, =550A, a=50mm, h=2,5mm, c=30mm.
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Rjesenje v,
-~ ULV E—
g o | 20 Jfb _
0 o, I X
| o —
dx,
Sl. 1. Dvjema trakama teku struje u istom smjeru
Sila medu kvazilinijskim strujama, prema (16.2), jest:
dR, =1, (L, < B,) (1)
gdje je:
I, =Jbdx, , I, =J,bdx, (2)
kvazilinijske struje prve odnosno druge trake
J, = % , J,= % (3)
gustoca struje svake od traka
L, =Lg, (4)
duljina trake
- 1
indukcija kvazilinijske struje /,, na mjestu struje/, .
Sila po jedinici duljine, prema (1), uz ¢, xe, =—e,, jest:
&, = HoJ J,b° dx,dx, 5 ©)

X
2r X, =X
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Integriranjem (6), iznos sile po jedinici duljine, jest:

a 2a+c
dx
Jin= KJ dx, J- ? (7)
0 a+c X, =X
gdje je:
K:_,uojljzbz :_/uolllz (8)
2 2ra’
Integriranjem po varijabli x, dobije se:
a 2a+c
S = Kjdx1 In(x, —x,) |
0 atc
UvrStavanjem granica dobije se:
fir =K [[In2a +c—x,)~In(a+c—x)ldx, 9)
0

Napomena:
RjeSenje integrala (10), v. matematicki priru¢nik Bronstejn-Semendjajev,
jest:

Ilnxdxzx(]nx—l)

Integriranjem (9) po varijabli xi dobije se:
fi, = K{(2a+c—x1)[1—]n(2a+c—xl)]—(a+c—x1)[1—]n(a+c—xl)]}g (10)

Uvrstavanjem granica u (10) 1 konstante K dobije se:

flz:—%[(241+c)1n(2a+c)—2(a+c)]n(a+c)+c]nc] (11)
Ta

Iznos sile jest: f=—0,669N.

/7 R/ /7
0’0 0’0 0’0
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Primjer 16.11.

Dvije medusobno jednake metalne trake, pravokutnog presjeka 1 beskonacno
duge Cine elektri¢ni vod. U ravnini prve trake 1 simetrali druge trake, slika 1,
lezi beskonaéno dugi ravni vodi€. Vodi€ 1 metalne trake medusobno su
paralelni. Metalnim trakama teku struje /1, a vodicem /I>. Odredite silu po
jedinici duljine kojom vod djeluje na ravni vodic.

Podatci: 7, =250A, I, =450A, a=50mm, b=2,5mm, ¢=50mm,
d=50mm .

Rjesenje
y
a c
Iy
b| | X : X
| X
® ‘ d
h

Si. 1. Struje voda djeluju silom f na ravni vodic

Sila na ravni vodi¢ kojim tecCe struja jakosti /> odredit ¢e se metodom
superpozicije:

|

F=F +F, (1)

gdje je:
F =1,(L,xB,))

(2)
sila trake 1 na ravni vodi¢
E :]2(Z2 Xézz) (3)

sila trake 2 na ravni vodic.

IzraCunavanje pojedine sile svodi se na izracune indukcije B, 1 B,,.
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Indukcija B,,:

y
[ a | ¢ o
I I 12
b| [ | X =
@ o h T
T X
dx * dB, 4

SI. 2. Indukcija dB,,sto je stvara struja 1, metalne trake na mjestu ravnog
vodica

Diferencijal indukcije dB,, na mjestu ravnog vodica $to je uzrokuje
kvazilinijska struja 1, prema (11) primjera 15.1.1, jest:

1
aB, =1 (4)
gdje je:
1, =Jbdx (5)

kvazilinijska struja
J =— (6)
gustoca struje.

Uvrstavanjem (5) 1 (6) u (4) dobije se:

1
dBH:/’lO 1%

(7)

2ra x

Linije indukcije Sto ih stvaraju kvazilinijske struje okomite su na ravninu
y =0, pa vektorski zbroj prelazi u analiticki. Integriranjem (7) dobije se:

I —(c+a)
By, = é‘o Finx |
wa —c
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UvrStavanjem granica dobije se:

I +
Bll = oy In =4 (8)
2ra c

Vektor indukcije ima smjer negativne osi ordinate:

B, =—oly €1 g 9)

y

2ra c

Indukcija 5’22 :

SI. 3. Indukcija dB,, sto je stvara struja 1, metalne trake na mjestu ravnog
vodica

Diferencijal indukcije dB,, na mjestu ravnog vodica Sto ga stvara
kvazilinijska struja /,, prema (11) primjera 15.1.1, jest:

Holsy
dB,, = 2072_; (10)
gdje je:
[1
12X=dex=;dx (11)

kvazilinijska struja
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1
J=-"L 12
s (12)
gustoca struje
r= d (13)
CosQ
udaljenost kvazilinijske struje /,, od ravnog vodica.
Uvrstavanjem (11), (12) 1 (13) u (10) dobije se:
Hol,
dB,, = cos@dx (14)
2rad
Zbog simetrije metalne trake s obzirom na ravni vodi¢ indukcija $to je
uzrokuju kvazilinijske struje za = x ima samo x komponentu:
dB,, =dB,,cos@ (15)
Uvrstavanjem (14) u (15) dobije se:
dB,, = Lllcosz @dx (16)
2rad

U (16) dvije su varijable: x 1 ¢. Iz pravokutnog trokuta, slika 3, dobije se:

d
cos’ @

tg(p=§ . dr= do (17)

Uvrstavanjem (17) u (16) dobije se:

1
dB,,, = oo de
2rwa

Iz ravnog vodica vidi se metalna traka pod kutom (—@,+¢), gdje je:

= arct %—arct 4
P £2d
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Integriranjem dobije se:

I 1
_ﬂ01§0|:ﬂ01

2% = % (18)
2ra - Ta

Indukecija u vektorskom obliku jest:

- ] N
By, =08 (19)
wa

Indukcije B,, 1 B,, okomite su na ravni vodic, vektorski umnozak prelazi u

algebarski, a sile (2) 1 (3) po jedinici duljine, uz Zz =-L,e ,jest:

- [l c+a .

fn=—’§7;a21n e, (20)
- Ll _

fzzz%@ey 1)

UvrStavanjem (20) 1 (21) u (1) dobije se:

J;:_,Uolllz llnc-'_aéx—(oéy} (22)
ra |2 c

Uvrstavanjem zadanih iznosa dobije se:

—

f=-0312¢ +0,417¢ N

Primjer 16.12.

Petlja pravokutnog oblika, dimenzija axb, nalazi se u homogenom polju
indukcije B . Linije indukcije tangiraju povrsinu petlje, slika 1. Odredite
moment sila magnetskog polja na strujnu petlju.

Podatci: / =5A, B=12T,a=0,6m , »=0,3m.
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Rjesenje
Yi
B ! A _
a X Fpa
B
b z -
X
()| Fac B
C D

SI. 1. Pravokutna petlja protjecana strujom konstantne jakosti nalazi se
u homogenom magnetskom polju indukcije B

Moment sile jest:

—

M =FxF (1)

gdje je:
r krak sile (m)

ﬁ:I(ZXE) (2)

elektromagnetska sila (N), sila na ravni vodi¢ kojim tece struja u
homogenom magnetskom polju.

Dvije stranice petlje 4B 1 CD zatvaraju kut od — 71 0 s linijom polja

indukcije B, pa je i sila na tim stranicama jednaka nuli. Na preostale dvije
stranice BC 1 DA navedene duzine okomite su na linije indukcije:

Fyo = 1[b(-¢,)x B |=IbBé, 3)
F,,=1|pé,xBé |=-IbBé, 4)

Sile FBC i FD A Stvaraju na pravokutnu petlju spreg sila, slika 2.
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Foc
SI. 2. Sile F’BC 1 ﬁ'DA stvaraju moment sila na pravokutnu petlju

Navedene su sile jednake po iznosu 1 suprotne po smjeru, nalaze se na
medusobnoj udaljenosti a 1 nastoje zaokrenuti strujnu petlju u smjeru
suprotnom od kretanja kazaljke na satu:

- a - a = -
MzzexXFDA(_ez)_i_E(_ex)XFBCez (5)

- 1 . . - .
M == aFp,[é, % (=€) + (- )xé ]

Buduc¢i da je e, x(—¢,) =(—¢,)xée, =¢,, posljednja jednadZba poprima oblik:

M =aF,é, (=108Nm) (6)

Primjer 16.13.

Petlja kruznog oblika, radijusa R, kojom tece struja jakosti /, nalazi se u
homogenom magnetskom polju indukcije B . Vektor magnetske indukcije i
normala plohe S omedene kruznom petljom zatvaraju medusobno kut « .
Odredite zakretni moment petlje oko osi 00'.

Podatci: /=10A, B=08T, R=0,3m, « =30°.

Rjesenje

SI. 1. Kruzna petlja kojom tece struja jakosti I nalazi se u homogenom
magnetskom polju indukcije B



84 16. Sila i rad na vodic kojim tece struja u magnetskom polju

Moment sila jest:
M=7FxF (1)

gdje je:
r - krak sile (m)

dF = I(dl x B) (2)

elektromagnetska sila (N), sila na vodi¢ kojim teCe struja u magnetskom
polju.

Buduéi da vektor indukcije B zatvara kut & s normalom plohe S, nuzno ga
je rastaviti na dvije komponente:

B=B_+B, (3)
gdje je:
En , Et normalna, odnosno tangencijalna komponenta vektora ndukcije.
Yi
dF,, &, _
AN Ok
£
O z (o) -

d?.e.

?
p AN dF,. 6,
SI. 2. Sile na kruznu petlju koje uzrokuje normalna komponenta indukcije
Sila uzrokovana normalnom komponentom indukcije:
dF, =1(dlé,x B, &,)

1l1 u obliku:

dF. =IdIB e. (4)

Par sila na bilo koja dva elementa /d/ petlje medusobno dijametralno
smjestena jednaka su po iznosu 1 suprotna po predznaku. Slijedi, ukupna
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rezultirajuca sila jednaka je nuli. Ove sile imaju tendenciju Sirenja strujne
petlje.

Sila uzrokovana tangencijalnom komponentom indukcije:

Y

ot F(2)

\; r
dLE) v}<
T
|

5,
Si. 3. Sile na kruznu petlju koje uzrokuje tangencijalna komponenta indukcije
dF, = I(d] x B) = IdIé, x B,(-é,)]

11 uz:

e, =e.sinp+e,cosp

u obliku:
dF, = 1dIB sin pé, (5)

Ove sile stvarat ¢e spreg sila na kruznu petlju.

Diferencijal para sila (moment) I*:t(+éz) 1 Ft(—éz) na kraku 7, pri ¢emu je

¥ =Re_, premaslici 31 (1) jest:
dM =2(Ré x IdIB, sin pé,) (6)

ili uz:
€ =e, cosp+e sing

u obliku:

dM = 2RIdIB, sin (e, sin ¢ —e, cos @) (7)
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gdje je:
d/ =Rde (8)

element duljine kruzne petlje (m).
B, =Bsina 9)

Uvrstavanjem (8) 1 (9) u (7) dobije se:

M =2IR’Bsin a(é, ]i sin *pd ¢ — éy]i sing cos @d @)
1znos momenata para sila. 0 0
Integriranjem dobije se:
M =IR’Brsina (=113 Nm) (10)
Napomena:
Integrali:

. 1 1 1
sin? xdx = — | (1—cos 2x)dx = — (x — —sin 2x
| 3L ) = (= —sin 2x)

[sin xcos xdx = l'fsin 2xdx = —lcos 2x
J 2 4

Primjer 16.14.

Vodljivom pravokutnom petljom dimenzija DxL tece struja konstantne
jakosti /1. Petlja se nalazi u homogenom magnetskom polju indukcije 5.
Odredite izvrSeni rad ako se petlja zarotira za 180° oko osi OO’. Pocetni
polozaj petlje je takav da:

a) tangira linije indukcije B, slika la

b) okomit je na linije indukcije B, slika 2a.
Podatci: B=0,8T, D=20cm, L=30cm, [/ =20A.
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Rjesenje

a)

a) b)

Sl. 1. Pocetni polozaj strujne petlje a) i poloZaj nakon rotacije za kut o b)

Rad jest svladavanje sile na putu. Ako se petlja zarotira za
kut da , tada je izvrSeni rad:

d4d=2Fdl =2Fdlcosa (1)

gdje je:
F=I1(LxB) )

sila na vodi¢ duljine L (iznosa= ILB jer su vektori L i B medusobno
okomiti)

dzgda 3)

element puta petlje
da - prirast kuta.

Uvrstavanjem (3) u (1) dobije se:
dA=FDcosada 4)

Integriranjem po kutu « dobije se:
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A=—FDsina| (=0)
0

Jednadzba (4) moZe se napisati drugacije:
d4A=Mda (5)

gdje je:
M =FDcos (6)

moment sprega sila
R=Dcosa (7)
krak na kojem djeluje sila F’.

Na slici 2 prikazana je ovisnost momenta sila o kutu « .

M |
Mmaks dA

1 o
o ] a

[

.1

a da

Muaks

S1. 2. Ovisnost momenata sila o kutu zakretanja

Iz (5) 1 slike 2 slijedi da povrS§ina omedena krivuljom momenata i
koordinatnim osima odgovara radu. Iz slike 2 takoder je vidljivo da je rad

kod zakreta od 180" jednak nuli (jednakost povrSina iznad 1 ispod osi
apscisa).

Jo§ o momentu sprega sila. 1zrazi i se kut zakreta ¢ s pomocu kuta S koji
je definiran silom F' i spojnica osi rotacije 00" i napadne toc¢ke u kojoj
djeluje sila /' : #=90—« .Uvrstavanjem u (6) dobije se:

M = FDsin 3 (8)
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Uvrstavanjem (2) u (8) dobije se:

M = ILDBsn [ 9)
ili u obliku:

M =mBsin (10)
gdje je:

m=ILD = IS (11)

magnetski moment strujne konture. Smjer magnetskog momenta kao
vektorske velicine odreduje smjer magnetskog polja (smjer normale na
povrsinu).

Izraz (10) moZe se pisati kao vektorski umnozak dvaju vektora:

M =mxB (12)
b
) Y
—— ——
b |
|
~ B E—
F _oa. \
Eele, F W N
F oo L x

(o)
"l :
4
\\ ™
N -
!

a) b)

S1. 3. Pocetni polozaj strujne petlje a) i poloZaj nakon rotacije za kut o b)
Element rada, prema (1) 1 oznake prema slici 3b, jest:
dA=2Fdl =2Fdl cos(90— ) (13)

Ako se element puta izrazi kao u (3), (1) postaje:

d4A=FDsm ada (14)
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1l1 u obliku:
d4=Mda (15)

gdje je: M moment sila: M = FDsin « .

Na slici 4 prikazana je ovisnost momenta sila u ovisnosti o kutu « :

M

maks |

SI. 4. Ovisnost momenata sila o kutu zakretanja

Integriranjem (14) dobije se:
A=—-FDcosa|=2FD (16)
0
UvrStavanjem iznosa za silu dobije se:

A=2ILDB (=192Ws) (17)

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0
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17. ELEKTROMAGNETSKA INDUKCIJA
17.1. Faradejev zakon indukcije. Lentzov zakon

Faradajev zakon glasi: Inducirana elektromotorna sila EMS u zatvorenoj
petlji proporcionalna je brzini promjene magnetskog toka:

__d¢
e=—0 V) (17.1)

Indeks 1 upucuje na to da je rije¢ samo o jednom zavoju. Ako je umjesto
jednog zavoja svitak s N zavoja, tada je inducirana elektromotorna sila:

ezelNz—N% (17.2)

Umnozak broja zavoja 1 magnetskog toka ulan€ani je magnetski tok:
w=N¢ (Vs) (17.3)

Uvrstavanjem (17.3) u (17.2) dobije se:

__dy
e=—"" (V) (17.4)

Lentzov zakon: Predznak minus u (17.1) ima fizikalno znacenje: polaritet
inducirane EMS 1 smjer struje koju ona u petlji uspostavi uvijek je takav da se
magnetski tok koji ona proizvede suprotstavlja vremenskoj promjeni toka,
uzro¢nika svog nastanka.

Ako se vodi¢ giba brzinom ¥ u magnetskom polju indukcije B, tada se u
njemu, prema (13.10) 1 (13.11) I. Sveska, inducira EMS:

E, dl (17.5)

e =

O e I~

gdje je:

—VxB (17.6)

ind

E inducirano neelektrostati¢ko polje
d/ element duljine vodica.
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Smjer inducirane elektromotorne sile odreduje se pravilom desne ruke: ako
linije magnetskog polja upadaju u dlan ruke, a pri tome palac pokazuje smjer
gibanja vodica, tada ispruzeni prsti pokazuju smjer inducirane EMS. v.sl.
(24.2).

Primjer 17.1.1.

Poluotvoreni metalni okvir, dimenzija axb, nalazi se u homogenom

magnetskom polju indukcije B . Vektor magnetske indukcije B okomit je na
ravninu u kojoj lezi metalni okvir. Vodi¢ aktivne duljine L, L =a, klizi
konstantnom brzinom Vv po paralelnim stranicama okvira. Vodic¢ i okvir su
mjedeni, presjeka S i provodnosti k. Odredite:

a) induciranu EMS u vodicu 1 njen smjer

b) pokazivanje ampermetra nakon vremena z.
Podatci: B=12T, v=8m/s, a=1,5m, b=3m, S, =2,5mm’,

xk=133Sm/mm?*, t=0,1s, R, =0,8Q).

Rjesenje
| b |
I 1
/
— o
(A)
x
Te ey
x=vt
a) b)

Si. 1. Vodic aktivne duljine L klizi brzinom v po otvorenom metalnom okviru
a) i nadomjesna shema b)

a) Inducirana elektromagnetska sila. Inducirana EMS, prema (17.1), jest:

d
o= )
gdje je:
¢=BS 2)

magnetski tok
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S=Lx=Lvt (3)
povrsina obuhvac¢ena metalnim okvirom i vodic¢em.

Budu¢i da vektor magnetske indukcije B upada u plohu pod pravim kutom,

tako dasu B i S medusobno kolinearni, skalarni umnozak (2) prelazi u
algebarski. UvrStavanjem (3) u (2) dobije se:

@ = BLvt 4)
Uvrstavanjem (4) u (1) 1 deriviranjem dobije se:
e=—BLv (=14,4V) (5)

Smyjer inducirane EMS odreduje se pravilom desne ruke, v. 24.1 I1.Sveska, 1
prikazan je na slici la.

b) Pokazivanje ampermetra. Uporabom II. Kirchhoffova zakona za strujni
krug ¢ija je nadomjesna shema prikazana na slici 1b, dobije se:

I = 6
R +R, ©)
gdje je:
E inducirana elektromotorna sila (6)
)
R=— (=0,138Q) (7)
KS
otpor vodica u strujnom krugu (okvir + klizni vodic)
[=2a+2x=2a+2vt (=4,6m) (8)

duljina strujnog kruga
R, - unutarnji otpor ampermetra (=0,8€2).

UvrStavanjem (7) u (6) dobije se trazena struja: 7 =1535A.
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Primjer 17.1.2.

Ako se metalni okvir, iz prethodnog zadatka, zatvori uz zadrZzane sve zadane
veli¢ine odredite induciranu EMS u vodicu i pokazivanje ampermetra.

Rjesenje
L b |
\ I I 1
o L Iy I
v
—_—
I
= R
- . . ()
a=L B (A \ B s A_}JJ'
® ¢ ® | R nES Ry
? o
R
x=vt |
a) b)

Si. 1. Vodic aktivne duljine L klizi brzinom v po zatvorenom okviru a) i
nadomjesna shema b)

Inducirana EMS, prema (5) primjera 17.1.1, jest:

e=—BLv (=14,4V) (1)

gdje predznak minus upucuje na smjer inducirane EMS, a u svezi s
ocuvanjem magnetskog toka.

Zatvaranjem metalnog okvira nadomjesna shema dobila je jo§ jednu petlju,
slika 2b. Struja ampermetra jest:

E

= )
R+ (ﬂ)
R +R,
gdje je:
R="2 4R, (=0845Q) 3)
kS

otpor kliznog vodi¢a uvecan za unutarnji otpor ampermetra

R = l—l (=93,2mQ) 4)
xS
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otpor okvira /. petlje
[[=a+2vt (=3,Im) ®))

duljina okvira /. petlje

R, = b (=177,4mQ) (6)
')
otpor okvira /1. petlje
L=a+2(b-vt) (=59m) (7)

duljina okvira /1. petlje.

UvrStavanjem (1), (3), (4) 1(6) u (2) dobije se struja vodica, odnosno
pokazivanje ampermetra / =15,89A..

/ /7 /7
0‘0 0‘0 0’0

Primjer 17.1.3.

Po Sinama, koje stoje medusobno pod kutom « , klizi vodi¢, promjenjive
aktivne duZine /, konstantnom brzinom ¥ . Vektor magnetske indukcije B
okomit je na ravninu u kojoj leZe $ine. Sine i vodi& na¢injeni su od aluminija,
presjeka S 1 provodnosti x . Odredite:

a) pokazivanje voltmetra

b) pokazivanje ampermetra.
Podatci: @ =30°, B=08T, v=4m/s, S,,=1lmm’, t=0,2s,

k=37Sm/mm?, R, =0,7Q, R, - oo.

Rjesenje

x=vt e

a) b)

SL. 1. Sine po kojima klizi vodic su pod kutom o a) i nadomjesna shema b)
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a) Pokazivanje voltmetra. Buduc¢i da je unutarnji otpor voltmetra R, — o,
pokazivanje voltmetra jednako je induciranoj elektromotornoj sili:

d
e, =e = ‘—d—f (1)
gdje je:

¢=BS 2)
magnetski tok

N :%xlzéxztga :%vztztga (3)
povrsina obuhvacena Sinama 1 vodi¢em

[=xtga 3.1)

aktivna duzina vodica.

Buduéi da su vektor magnetske indukcije B i vektor obuhvacéene povrine S
medusobno kolinearni, skalarni umnozak (2) prelazi u algebarski.

1
¢= Esztztga (4)
Uvrstavanjem (4) u (1) i deriviranjem dobije se:

e, =Bvittga (=1,478V) (5)

b) Pokazivanje ampermetra. Uporabom II. Kirchhoffova zakona za strujni
krug s nadomjesne sheme, slika 1b, jest:

e
i= v 6
R+R, ©)
gdje je :
e, izmjereni napon
[
R=—" (=0,059Q) (7
KS

otpor strujne petlje
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L, :vt(1+tga+ j (=2,18m) (8)

cosa

duljina okvira strujne petlje.

Uvrstavanjem (5) 1 (7) u (6) dobije se i =1,947A..

Primjer 17.1.4.

Vodi¢ konac¢ne duljine (u drugom svesku: Stap) L giba se brzinom v u

nehomogenom magnetskom polju indukcije B . Nehomogeno magnetsko
polje stvara struja konstantnog iznosa / koja te¢e ravnim, beskona¢no dugim
vodic¢em. Odredite induciranu EMS u vodicu ako je:
a) Stap paralelan s ravnim vodi¢em 1 giba se na konstantnoj udaljenosti
od njega, slika 1
b) Stap okomit na ravni vodi€ 1 giba se na konstantnoj udaljenosti od
njega, slika 2
c) Stap paralelan s ravnim vodi¢em 1 udaljava se od njega (u vremenu
t =0 vodic je za b udaljen od ravnog vodica).
Podatci: /=300A, L=1,5m, a=02m, b=0,Im, v=15m/5s.

Rjesenje

a)

o
)
w 1=

X
i 1 —_—
v

a | L |
* |

SI. 1. Polozaj vodljivog stapa prema ravnom vodicu

Inducirana EMS, prema (17.5), jest:

e =

E inddj (1)

S Gy
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gdje je:
E. 4= Vx B

1mn

prema (17.6) inducirano neelektrostaticko polje.

Uvrstavanjem (2) u (1) dobije se:

L
e=[(xB)dl
0

gdje je:
V=ve,
brzina Stapa
~ 1
B=""(—¢)
2y

indukcija ravnog vodica

dl =dxé

X

element duljine vodica.

Uvrstavanjem (4), (5)1(6) u(3) uz y =b dobije se:

L

I
e=-2"[ (2, xé,)e,dI
2r7h v

Umnozak jedini¢nih vektora jest:

@, x&,)é, =—¢,é, =0

Slijedi, ako se vodi¢ kona¢ne duljine L giba brzinom v paralelno ravnom,

)

3)

4

()

(6)

(7)

beskona¢no dugom vodicu, na udaljenosti 5 nema induciranja EMS u njemu.
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b)

lo
Y-

SI. 2. Polozaj vodljivog Stapa prema ravnom vodicu

Brzina v iindukcija B definirani su s (4) i (5), uz promjenjivu udaljenost
elemenata duljine Stapa dy prema ravnom vodicu. Element duljine Stapa jest:

dl =dy(-¢,)

Uvrstavanjem (4), (5) 1 (8) u (3) dobije se:

uz: (e, xe,)e, =(—¢,)e, =—1 dobije se:

ety DL 249 my)
2 b

Yi

|

b ,‘:x)g

| l; :

SI. 3. Polozaj vodljivog Stapa prema ravnom vodicu

(8)

)

(10)
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Brzina v i smjer suprotan osi ordinata:
V=—ve, (11)

Vektor indukcije zadrzao je svoj smjer (5), a isto tako i element duljine Stapa
(6). Uvrstavanjem (5), (6) 1 (11) u (3) dobije se:

L

_ _2‘071;’ ! [, x(-2,)]e.dx (12)

Uz (e, xe,)e, =e.e, =1 dobije se:

_ HgIVL

21y (13)

Gdje je udaljenost vodljivog Stapa y od ravnog vodica:
y=b+vt (14)
Uvrstavanjem (14) u (13) dobije se:

U IvL

(b (15)

Inducirana EMS za razlicite vrijednosti ¢ jesu:

1(s) 0,1 0,3 0,5 1,0
e(mV) 0,54 0,24 0,158 0,084
Primjer 17.1.5.

Pravokutni svitak dimenzija axb ima N zavoja. Ravni, beskona¢no dugi
vodi€ lezi u ravnini svitka 1 paralelan je s njegovom jednom stranicom, slika
1. Odredite induciranu EMS u svitku 1 graficki ga prikazite ako je struja u
ravnom vodicu:

a) pilastog oblika, slika 2

b) trapeznog oblika, slika 3.
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Podatci: 1, =10A, N=100zavoja, a=30cm, b=20cm, c=10cm,
t,=1ms.
Rjesenje
€ b |
| |
ws| |
X -
e
N 5 &
r dr‘
Si. 1. Svitak s N zavoja i ravni vodi¢
Inducirana elektromotorna sila, prema (17.2), jest:
d¢
e =— —_— 1
d (1)
gdje je:
N broj zavoja
d¢ = BdS (2)
diferencijal magnetskog toka
- i
B=22" (¢ (3)
2rr
indukcija ravnog, beskona¢no dugog vodica
dS = adr(-é) 4)

element povrSine.

Napomena: Pozitivan smjer normale odreduje se po pravilu desnog vijka u

odnosu prema izabranom pozitivnom smjeru obilazenja po konturi, vidi
odjeljak (21.3).
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Buduéi da su smjerovi vektora indukcije B i vektora povriine § omedeni
svitkom medusobno kolinearni, skalarni umnoZzak (2) prelazi u algebarski.

Uvrstavanjem (3) 1 (4) u (2) dobije se:

d¢:ﬂ0lag

2r r

o Hola . <> pia. c+b

Inr | In—
27 c 27 C
a)
ie
In -
Em T/ T 01 .
| ] I |
o
0 ty, 2ty | 3t,
e Lo__J

S1. 2. Izgled promjenjive struje i njoj pripadna inducirana EMS

Struja i vremenski je promjenjiva za:

[0,,] . iz-%lt

1

[0,2¢,] , i= —It—mt+21m
1

Uvrstavanjem (7) odnosno (8) u (6), prema (1), dobije se za:

I
0,0] , e=—DHludy O 65916mv)
2rt, c
(2] , e=Nulud@y €¥0 _ 65916mv)

2rt, c

)

(6)

(7)

(8)

)

(10)
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b)
ie i
Im T————
Em
| |
0 t,f 2 3 = t

1 1 1 |

N L___J

Sl. 3. Izgled promjenjive struje i njoj pripadna inducirana EMS

Struja i vremenski je promjenjiva za:

[0,,] . i:-z}t
[t,,2t,] , i=1I,

[24,31,] , i:_;5t+3Ln
1

UvrStavanjem (12) odnosno (13) u (6), prema (1), dobije se za:

0.6] , e=—NHuludy €F0 65 916my)
2rt,

[t,2t,] , e=0

6,31] , e=Nhludy €T 6s916my)
2rt, c

Primjer 17.1.6.

(1)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Na torusnu, nemagnetsku jezgru poznatih izmjera namotano je N zavoja.

Ravni, beskonacno dugi vodi¢, kojim tece vremenski promjenjiva struja i
smjesten je u osi torusne jezgre. Odredite induciranu EMS u svitku.
Podatci: i =at, a=5A/s, R,=8cm, R,=10cm, h=1cm, N =4000 .
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Rjesenje

ar

a b

SI. 1. Torusna jezgra namotana je sa N zavoja

Inducirana EMS, prema (17.2), jest:

e=-3¢
dt
gdje je:
¢:.[Ed§

tok Sto ga ulancuje N zavoja

B= Mol
2rr

eZ

indukcija $to je stvara ravni vodi¢
dS = hdre,

element povrsine torusne jezgre.

Uvrstavanjem (3) 1 (4) u (2) dobije se:

Hoih 2dr
p=L [
2r g7
Integriranjem dobije se:
¢ — /Uolh 11’1 &

2r R,

(1

2)

3)

4)

)

(6)
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Uvrstavanjem (6) u (1), uz zadanu vremenski promjenjivu struju, i = at
dobije se:
o= _N/’_Ohalnﬁ (=-8,93uV)
2r R,

X/ X/ R/
0’0 0’0 0’0

Primjer 17.1.7.

Pravokutna petlja, dimenzija axb, lezi u istoj ravnini s ravnim, beskonacno
dugim vodicem kojim tece struja kostantne jakosti 7 . Petlja se udaljava
brzinom v od ravnog vodic¢a i u trenutku # =0 udaljena je od njega za c.
Odredite induciranu EMS po iznosu 1 smjeru.

Podatci: /=50A, v=20m/s, a=0,4m, b=0,3m, ¢c=0,5m.

Rjesenje Zadatak se moze rijeSiti na dva nacina:
a) polazec¢i od induciranog (neelektrostatickog) polja
b) polazeci od Faradayeva zakona.

a
) y
? b ¢
e —— -
N _ ot (XB
b " # ’:ﬂ d?? ®Bc
A ™l B X
c a

Sl. 1. Pravokutna petlja giba se brzinom v u nehomogenom magnetskom
polju

Ako se vodi¢ giba brzinom v u magnetskom polju indukcije B, u njemu se,
prema (17.5), inducira EMS:

L
e=[E,dl (1)
0

gdje je:
—VxB=8&vB (2)

inducirano (neelektrostaticko) polje
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d/ element duljine vodica.

Budu¢i da je Eind na stranicama petlje AB 1 CD okomit na element duljine

d/, skalarni je umnozak Einddfu (1) jednak nuli. Slijedi, ostaje inducirana
EMS u dijelovima petlje AD 1 BC:

B

exp = | (7% Byp)d] (3)
0
B - -

enc = [ (Fx Bye)dl (4)
0

gdje je:
V=ve (5)
brzina gibanja petlje
- I
By,=-2¢ (6)
2rc
) Ml -
By =——*tr ¢ 7
5 2n(c+a) T @

indukcija Sto ih stvara struja i na udaljenosti ¢ odnosno c+a
dl ==+dle, (8)

element duljine vodica.

Uvrstavanjem (5) do (8) u (3) odnosno (4) dobije se:

vbu,l
€Ap = Sk )
2rc
— (10)

BC ™ 2rn(c+a)
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rezultiraju¢i EMS jednaka:

vabu,l

Inducirana neelektrostaticka polja E,,, 1 E,. jednakog su smjera pa je

e=e,p,+ey =— Sre(c+a) (=—0,053mV)
¢ a -
- °
b
! -
14

ds=bdx

P
.\x )
S

|
ax

(1)

SI. 2. Pravokutna petlja obuhvaca tok ¢ koji je prostorno promjenjiv

Inducirana EMS u petlji, prema (17.1), jest:

gdje je:

oo 49
dt
¢=[BdS
N

magnetski tok obuhvacen petljom

=l g
27X

magnetska indukcija
dS = bdx i,
element povrsine, gdje je 1, =e,
xX=c+vt

udaljenost petlje od ravnog vodica.

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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Uvrstavanjem (14) i (15) u (13), B i dS kolinearni su vektori, dobije se:

_ ﬂo”’ j & (17)
Integriranjem dobije se:
1
g talby x+a (18)
2r R

Uocite: inducirana EMS (1) ovisna je o vremenu, a magnetski tok (18) o
prostornoj koordinati. Stoga se (1) proSiruje:

e:—%%:—v% (19)
dx dr dx

UvrStenjem (18) u (19) 1 deriviranjem dobije se:

_HIby x x—(x+a)

2

(20)
27 x+a X

Sredivanjem dobije se:

1
e:_yolabv 21
2 x(x+a)

Za t=0,prema postavi zadatka i jednadzbi (16), x =c, pa inducirana EMS
jest:

oo Holabv (22)
2rc(c+a)

Sto je jednako (11).

Smjer inducirane EMS suprotan je od referentnog smjera, tj. on je u smjeru
kazaljke na satu. Naime, udaljavanjem petlje od izvora magnetskog polja
ulanceni tok petlje smanjuje se, pa prema Lentzovu zakonu smjer inducirane
EMS mora biti takav da se od njega proizvedeni tok suprotstavlja smanjenju
1zvornog toka.
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Primjer 17.1.8.

Vodljiva petlja kruznog oblika, radijusa R, nalazi se u prostorno homogenom
i vremenski promjenjivom magnetskom polju indukcije B . Linije polja
proZzimaju petlju pod pravim kutom (linije polja okomite su na povrsinu
omedenu kruznom petljom), slikal. Odredite:

a) induciranu EMS u petlji

b) inducirano elektri¢no polje u petlji.
Podatci: B=B,t, B,=120T, R=03m.

Rjesenje

Si. 1. Vodljiva petlja u prostorno homogenom vremenski promjenjivom polju

a) Inducirana EMS, prema (17.1), jest:

d
-2 )
gdje je: o
d¢g=BdS (2)
magnetski tok
B=Bii, 3)

magnetska indukcija.

Buduc¢i da su vektori indukcije 1 povrSine medusobno kolinearni, v.sliku 1,
skalarni umnozak (2) prelazi u algebarski.

¢ = j BdS = BtR*x (4)
S
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Uvrstavanjem (4) u (1) dobije se:
e=—-BR°r (=0,34V) (5)

b) Inducirano (neelektrostaticko) polje, prema (17.5), vezano je uz induciranu
EMS:

Rr

0

2R7 2
€= J._'inddi = IEinddl (0)
0

Uvrstavanjem (5) u (6) dobije se:
~-B,R’r=E_2Rr

odakle jest:

E = —% B,R (=-0,18 V/m)

Zakljucak: Inducirano neelektrostati¢ko polje suprotno je od smjera
orijentacije petlje 1 njegova struja suprotstavlja se svojim poljem porastu
magnetske indukcije. Prema (6) 1 slici 1 slijedi da se linije induciranog
(neelektrostatickog) polja kao 1 linije magnetskog polja zatvaraju same u
sebe.

R/ K/ K/
0‘0 0’0 0’0

Primjer 17.1.9.

Pravokutna petlja, dimenzija Lx D, vrti se konstantnom kutnom brzinom @

u homogenom magnetskom polju indukcije B . Odredite pokazivanje

voltmetra.
Podatci: B=12T, L=0,2m, D=0,8m, n=9000kr/min .
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Rjesenje

— Oy
ooy

a) b)
SI. 1. Pravokutna petlja u homogenom magnetskom polju a) i izgled petlje b)

Inducirana elektromotorna sila, prema (17.1), jest:

d
-2 )
gdje je: .
¢=BS 2)
magnetski tok
S =DLii, 3)

povrSina obrubljena petljom.

Vektori indukcije B i povrsine S prema slici 1a medusobno zatvaraju kut
a .Skalarni umnozak (2) prelazi u algebarski.

@=BScosa (4)

Kut « jest:
a=wt (5)
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gdje je:

W= 26% (= 94,25 okr/sek ) (6)

® - kutna brzina
t - vrijeme
n - broj okretaja u minuti.

Uvrstavanjem (3) i (5) u (4), a potom u (1) pa deriviranjem po vremenu
dobije se:
e=FE_sin ot (7)

gdje je:
E_=wBLD (=18096V)

maksimalni iznos inducirane elektromotorne sile.

Zakljucak: U petlji koja se giba kutnom brzinom » u homogenom
magnetskom polju inducira se EMS sinusnog oblika.

X/ X/ X/
0’0 0’0 0‘0

Primjer 17.1.10.

Pravokutna petlja, iz prethodnog zadatka, rotira u nehomogenom

magnetskom polju indukcije B . Uzrok nehomogenog magnetskog polja je
ravni, beskona¢no dugi vodi¢ kojim tece struja konstantnog iznosa 7 . Ravni
vodi¢ i os rotacije 00" leZe u istoj ravnini, slikal. Odredite induciranu
elektromotornu silu u petlji.

Podatci: 7/ =500A, L=2m, D=0,8m, n=9000kr/min , ¢ =0,3m.
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Rjesenje

o il

a) b)
Sl 1. Ravni vodic i petlja a) i opci polozaj petlje u magnetskom polju b)

Inducirana EMS, prema (17.1), jest:

dg

e=—— 1
1 (1)

gdje je:
d¢ = BdS = BdScosa (2)
magnetski tok
5 Mol
B= 3
2rr % 3

magnetska indukcija ravnog vodica
dS = Ldrii, (4)

element povrsine
r udaljenost petlje od ravnog vodica.

Kut $to ga zatvaraju vektori B i S jest:

a=owt ®))
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gdje je:

W= 26% (=94,25 okr/sek )

kutna brzina
n - broj okretaja u minuti.

UvrStavanjem (3), (4) 1 (5) u (2) dobije se:

dj = HolL cos wt dr

2 r
Integriranjem u granicama [c,c+D] dobije se:

_ ,uOILcosa)tln c+D

2 c

¢

Uvrstavanjem (8) u (1) dobije se:
e=FE_smn ot

gdje je:

5 _MoIL, c+D

" 2 c

maksimalni iznos inducirane EMS.

Primjer 17.1.11.

In (=24,49mV)

(6)

(7)

(8)

)

Pravokutna petlja iz prethodnog zadatka rotira kutnom brzinom @ oko svoje
duze stranice, slika 1a. Duza stranica (aktivni vodic€) 1 ravni vodi¢ nalaze se u

istoj ravnini. Odredite induciranu EMS u petlji.

Podatci: 7 =500A, L=2m, D=0,8m, n=9000kr/mmn , c=1m.
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Rjesenje

a) b)
S1. 1. Ravni vodic i petlja a) i opci polozaj petlje u magnetskom polju b)
Buduc¢i da se ne moze odrediti maksimalan tok, trebalo bi ga racunati kao
. T .| , e .
superpoziciju za [O <a< 5} 1 [5 <a< 7[} , zadatak Ce se rijeSiti polazeci
od induciranog neelektrostatickog polja.

Inducirana EMS u vodi¢u koji se giba brzinom v , prema (17.5) i (17.6), jest:

Edl 1)

e =

O© e I~

gdje je:
E,=VxB 2)
inducirano neelektrostaticko polje

- ul
-0, (3)

magnetska indukcija ravnog vodica
V=" +V, 4)

brzina vodica, rastavljena na dvije medusobno okomite komponente.
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Uvrstavanjem (4) u (2) dobije se:

E . =0 +v,)xB

Vektorski umnozak v, x B jednak je nuli (kut medu njima je nula) pa (5)

postaje:

E ind — vn xB
Komponenta brzine:

v, =vsin f

jest okomita na vektor B pa vektorski umnozak (6) prelazi u algebarski:

E,,=Vv,B=vBsin ¢,
Uvrstavanjem (8) u (1) dobije se:
L
e=[vBsin p& dle,
0
Integriranjem dobije se:
e=vBLsmn f
gdje je:
sin f = Csina
r
r*=c*+ D’ +2cDcosa

udaljenost vodica petlje od ravnog vodica

o= wt

kut rotirajuce petlje prema referentnoj osi (vidi sliku 1b).

Uvrstavanjem (3) i (11) u (10) dobije se:

()

(6)

(7)

(8)

)

(10)

(1)

(12)

(13)
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. U ILve sin o

2 r
Uvrstavanjem (12) 1 (13) u (14) dobije se:

o U ILvesn wt
27(c* + D* +2cDcos wt)

Iznos inducirane EMS za neke karakteristi¢ne kutove jest:

a)t[rad]: 0o , z , T, 32

2 2

elmv]= 0 , +919 , 0 , —9,19
2rn

Napomena: brzina v=wD = ED (=75,4m/s).

Primjer 17.1.12.

Stap duljine L rotira konstantnom kutnom brzinom ® u homogenom

magnetskom polju indukcije B. Os rotacije Stapa kolinearna je s linijjama

(14)

magnetskog polja. Odredite pokazivanje voltmetra za razli¢ite poloZaje osi

rotacije, slika 1.

Podatci: B=08T, L=1,2m, a=0,L/4,L/2,3L/4, L, n=1500kr/min .

Rjesenje
J Yy %y
0'
i 5
V)

wr

.2 9 X

\ L |

a)
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0 17
5 (0 ¥
. w -
<% dh_ -
| ! &y
aflalo o |
dr,
%) vy
a L-a
I

b)

SI. 1. Stap duljine L rotira oko osi 00" kutnom brzinom o a) i smjerovi

indukcije, brzine i elementa Stapa b)

Inducirana EMS, prema (17.5), jest:

gdje je:

=VvxB

ind

E inducirano neelektrostatic¢ko polje
d/ element duljine Stapa.

Inducirano neelektrostaticko polje, prema (2), jest:
Eindl = VIBEX

Eind2 = _VZB ex

gdje je:

(1)

)

(3.1)

(3.2)

(4.1)

(4.2)

obodna brzina toc¢ke na rotiraju¢em Stapu udaljena za 7, odnosno r, od

osi rotacije OO’
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27n
w=—— (=15,707 okr/sek ) 4.3)
60
kutna brzina rotacije Stapa
B=Be, (4.4)

magnetska indukcija.

Iz (3) vidljivo je da su inducirana neelektrostaticka polja usmjerena od osi

rotacije ka krajevima Stapa.

Uvrstavanjem (3) u (1) uz:

dl, =dre,
2 :dFZ(_éx)
dobije se:
1 L-a
e,=—wBr’ | =—wB(L-a)
0
2a 1 2
e,=—wBr; | =—wBa
o 2

Pokazivanje voltmetra jednako je razlici induciranih EMS-a:
1
U=e —e, =§a)BL(L—2a)

Za pojedine iznose udaljenosti a osi vrtnje od pocetka Stapa napon jest:
za:

a=0 U:%a)BLz (=9,05V)
a:£ U =L wBr (=4,52V)
4 4
L
a=— U=0V
2

(5.1)

(5.2)

(6.1)

(6.2)

(7)

(8.1)

(8.2)

(8.3)
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a= 3L U= 1 BL> (=-4,52V) (8.4)
4 4
a=1L U:—%a)BLz (=-9,05V) (8.5)

Primjer 17.1.13.

Tanki metalni disk, radijusa R, vrti se kutnom brzinom @ oko osi 00 u
homogenom magnetskom polju indukcije B . Os rotacije diska 1 linije
magnetskog polja medusobno su paralelne (linije magnetskog polja upadaju
pod pravim kutem na metalni disk). Odredite pokazivanje voltmetra, slika 1.
Podatci: B=1T, R=0,3m, n=1500kr/min .

Rjesenje

Nt+dt C

SI. 1. Metalni disk vrti se konstantnom kutnom brzinom @ u homogenom
magnetskom polju

Razlika potencijala izmedu Cetkice (tocka 4) i osi metalnog diska 00
ekvivalentna je potencijalu Stapa duljine R koji se vrti kutnom brzinom @ u

homogenom magnetskom polju indukcije B, vidi primjer 17.1.12. Razlika
potencijala prema (7) istog primjera, za a =0 ili L, jest:

U:i%a)BRZ (=0,706 V) (1)
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gdje je:

= 2% (=15,707 okr/sek )

kutna brzina diska.

Do istog se rezultata moze do¢i polazeci od Faradayeva zakona

elektromagnetske indukcije:

_d¢
dr

e =
gdje je:
dg = p(z +dt) - ¢(2)
prirast toka u vremenu dz .

Prema slici 1 taj prirast jest:
d¢ = Poac ~Poss = Posc = BAS
gdje je:
ds = %Rz do
povrsina kruznog isjecka
da = wdt
prirast kuta zakretanja.
Uvrstavanjem (5) 1 (6) u (4), a potom u (2) dobije se:

ez—la)BR2
2

Ovaj izraz indenti¢an je izrazu (1).

X/ / R/
0’0 0’0 L X4

2)

3)

4)

)

(6)

(7)
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Primjer 17.1.14.

Vodljivi Stap aktivne duljine L giba se brzinom v u homogenom
magnetskom polju indukcije B po stranicama otvorenog metalnog
pravokutnog okvira. Vodljivi je Stap u svakom trenutku okomit na dvije
stranice vodljivog okvira, slika 1. Odredite 1znos elektricnog polja u
vodljivom Stapu.

Podatci: £=120V, B=12T, L=0,8m, v=10m/s, R_=0,8Q2,

R, =081Q.

Rjesenje

|

Si. 1. Vodljivi Stap giba se brzinom v po vodljivom okviru

Elektri¢no polje u vodicu, prema (13.21) II. Sveska, jest:

E . =

J
A\ K
gdje je:
1
J=—
S
J - gustoca struje
K - elektri¢na provodnost
_ E-e
]ain + Rvé

struja petlje

(¥ x B)dl

e =

S ey

(1

)

3)

4
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inducirana EMS u vodljivom Stapu.
Budu¢idasu ¥, B i dI medusobno okomiti vektori, (4) postaje
e=VvBL ®))
Uvrstavanjem (5) u (3), a potom u (2) i (1) dobije se:
1 E-vBL
PR ©)
kS R +R,
=R EoVBL 69 43vim) (7)
L Rin + Rv§

Primjer 17.1.15.

Dva svitka s N, odnosno N, zavoja serijski su medusobno spojeni. Svitke

prozimaju tokovi ¢, 1 ¢, 1z nezavisnih izvora koji nisu prikazani na shemi.

Odredite napon U,, medu stezaljkama a i b za razliite smjerove tokova i

razliite smjerove namatanja svitka.
Podatci: ¢ =5t+2, ¢, =-3t+10, N, =10, N, =20.

Rjesenje U svakom od svitaka inducira se EMS kao posljedica promjenjivog

magnetskog toka u njemu. Smjer induciranih £MS odreden je Lentzovim

zakonom. Inducirana EMS u svakom od svitaka, prema (17.2), jest:

a)

ot [y b
b bo T
a) b)

Sl. 1. Shema spoja dva svitka s ucrtanim smjerovima induciranih EMS a) i

nadomjesna shema b)
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Inducirane EMS u svakom od svitaka, prema (17.2), jest:

el=‘—Nl—d¢l‘ (=50V) (1)

dr

e2=‘—N2 99,1 —60v) @)
dr

Za smjerove induciranih EMS slika 1a) i nadomjesne sheme 1b) napon medu

stezaljkama a 1 b jest: U, =—¢, +e, (=+10V).
b)
a .- a1 _:\ "/:\'l_
e e, ‘ ‘ -\.;/; e
I Fa— L | L . , 1 2
= =
v o
bo b
a) b)

SI. 2. Shema spoja dva svitka s ucrtanim smjerovima induciranih EMS a) i
nadomjesna shema b)

Za smjerove induciranith EMS slika 2a) i nadomjesne sheme 2b) napon

izmedu stezaljka a i D jest: U, =—e, —e, (=—110V).
c)
ao—— Y 6, a Q—Q—gi ’?f
- ‘ ‘ 1 2
of = /(pz ]
N, N,
b bo
a) b)

SI. 3. Shema spoja dva svitka s ucrtanim smjerovima induciranih EMS a) i
nadomjesna shema b)



Magnetizam 125

Za smjerove induciranih EMS slika 3a) 1 nadomjesne sheme 3b) napon
izmedu stezaljka a 1 b jest: U, =—¢ —e, (=—110V).

d)

a) b)

Sl. 4. Shema spoja dva svitka s ucrtanim smjerovima induciranih EMS a) i
nadomjesna shema b)

Za smjerove induciranith EMS slika 4a) 1 nadomjesne sheme 4b) napon
izmedu stezaljka a i b jest: U, =+¢,—e, (=-10V).

J/ /
0’0 0’0 0’0

Primjer 17.1.16.

Dva medusobno jednaka zavoja i ravni, beskona¢no dugi vodic¢ leze u istoj
ravnini. Ravni vodi¢ smjesten je u simetrali zavoja, vidi slike. Ako se struja u
ravnom vodicu povecava/smanjuje u svakom od zavoja, inducira se EMS e .
Za spojeve prema shemama la i 1b odredite napon izmedu prikljucnica 11 2.

Rjesenje
!

a) b)

Sl. 1. Dva medusobno jednaka zavoja spojena su na dva razlicita nacina
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a) Struja vremenski raste: Ako struja vremenski raste, raste 1 magnetska
indukcija B.. Smjer inducirane EMS mora biti takav da se od nje proizveden
tok suprotstavlja povecanju toka svog uzrocnika.

1y v
®6, #
\
@B,
1 2 1 2
U12=29 U12=0

b) Struja vremenski pada: Ako struja vremenski pada, pada 1 magnetska
indukcija B.. Smjer inducirane EMS mora biti takav da se od nje proizveden
tok suprotstavlja opadanju toka svog uzroc¢nika.

-2e u=0

N
1]

-

X

1
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17.2. Samoindukcija, koeficijent samoindukcije
Samoindukecija jest pojava induciranja EMS u svitku (petlji) koji prozima
vremenski promjenjivi magnetski tok, a uzrok mu je vremenski promjenjiva

struja koja te€e tim istim svitkom.

Prema (17.1) inducirana EMS samoindukcije jest:
d
e, =— d¢ (17.7)

gdje je:
N broj zavoja svitka, a

$=— (17.8)

¢ magnetski tok koji prozima svitak (v. odjeljak 26.1 II. Sveska)

I [A
R =5 {%} (17.9)

otpor magnetskog kruga, vidi odjeljak 26.1 II. Sveska.

Uvrstavanjem (17.8) u (17.7) uz (17.9) dobije se:

e, :—L% (17.10)
gdje je:
2
ng—[%:H} (17.11)

koeficijent samoindukecije, induktivitet svitka.

Induktivitet (17.11) moze se izraziti pomoc¢u ulancenog toka, vidi odjeljak
242 1I. Sveska:

=¥ (17.12)
l
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gdje je:
w=N¢ (17.13)

tok Sto ga ulancuju zavoji svitka.

Redosljed odredivanja induktiviteta jest:

B:¢:w:L:% (17.14)

Primjer 17.2.1.

Strujnom petljom kruznog oblika i radijusa R tece struja jakosti / . Odredite
induktivitet ove petlje uz pretpostavku da je magnetska indukcija B u svim
tockama povrsine petlje jednaka indukciji u njezinu sredistu.

Podatci: R=4cm, I =25A.

Rjesenje

a) b)

SI. 1. Strujna petlja a) i poprecni presjek b)
Induktivitet strujne petlje odredit ¢e se prema obrascu (17.14):

B:¢:W:L:% (1)

Magnetska indukcija strujne petlje u njezinu sredistu, prema (3) primjera
15.2.2., jest:

2R

é=BS (3)
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gdje je:
S=R’zx 4)

povrsina strujne petlje.
UvrStavanjem (2) 1 (4) u (3) dobije se:

Rl

5 (5

¢

Ulanceni tok ¥ jednak je za N =1 magnetskom toku ¢. Slijedi, prema (1):

L — tUORﬂ-

(= 78,96 nH) (6)

Primjer 17.2.2.

Svitak duljine L nacinjen je od N zavoja kruznog oblika i srednjeg radijusa
R, pri Cemu je L > R. Odredite induktivitet ovog svitka uz pretpostavku da
je indukcija B po popre¢nom presjeku svitka jednaka srednjoj vrijednosti
indukcije duz njegove osi.

Podatci: N =150, L=30cm, R=0,8cm.

Rjesenje

sjsjeisielelvislojeleloiolslololeloole @

aB

R

B>
By

a
B P(z,0)

pOOOOCCOOOOOOOOOOO@D(}

‘fdf
- 5 -

SI. 1. Svitak duljine L nacinjen je od N zavoja kruznog oblika
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Induktivitet svitka odredit ¢e se po obrascu (17.14).
B=>¢=>w=L= %
Indukcija dB, u tocki promatranja P(z,0) Sto je stvara broj zavoja
NI
—d
7 4
na duljini svitka d&, prema (7) primjera 15.2.3., jest:

uoNle (o de

Z o ea]”
Iz slike 1 dobije se:
z—¢& = RetgfB
R
dé = sinzﬂd'B

Uvrstavanjem (4) 1 (5) u (3) te uporabom trigonometrijskog indetiteta

l+ctg’fB =
ce’s sin” 3
dobije se:
B
M NI
B, = sm Ad
=52 |sin
A
gdje je:

S kut pod kojim se iz to¢ke promatranja P vidi svitak duljine L.

Integriranjem (7) dobije se:

# OZLW (cos B, —cos f3,)

(1

2)

3)

4

)

(6)

(7)

(8)
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Srednja vrijednost indukcije duz osi zavojnice jest:
1 L
B, =—[B,dz
L 0

Uvrstavanjem (8) u (9) uz:

z

cos ff = ——
VR? +72°
L—
cos 3, =—cosa =— =
JR +(L-z)

dobije se:

L
M NI z L-z
B, = + dz
2L '([L/Rz+zz \/R2+(L—z)2]

Integriranjem (11) dobije se:

ST

L

B :'UO_]ZI[\/Rz +z° —\/R2 +(L—Z)2]|

2L 0
UvrStavanjem granica dobije se:

NI
B, = —“22 R +12 —R)

Magnetski tok kroz svitak (uz konstantnu indukciju po presjeku svitka):

2
$=BS :—”OAZZR ”(\/Rz +I’ —R)

gdje je:
S=R’r

povrsina poprecnog presjeka svitka.

9)

(10a)

(10b)

(11)

(12)

(13)

(14)

Ulanceni tok jednak je umnosku toka ¢ i1 broja zavoja svitka N (svi zavoji

svitka obuhvacaju sve linije magnetskog polja, £k = N):
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EIRZ
w = N = BS :Lz”(\/k2 + 1> —R)
L
Prema (1) iz ulanc¢enog toka slijedi induktivitet:

N’R?
:%:—’UO I TR +2 -R)

Za svitak kod kojeg je L >> R induktivitet jest:

I UN’R* 7
L

Iznos induktiviteta prema (16) 1 (17) jest:
L=1845puH , L=18,949uH

Zaklju€ak: Zadani svitak zadovoljava uvjet L >>R.

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0

Primjer 17.2.3.

(15)

(16)

(17)

Torusna jezgra od neferomagnetskog materijala i pravokutnog presjeka
(R, —R,)xh namotana je s N zavoja. Zavojima teCe struja konstantne

jakosti 7 . Odredite induktivitet zavojnice.

Podatci: N =150,/ =5A, h=1cm, R =4,5cm, R, =55cm.

Rjesenje

Iy [T A

dr

SI. 1. Torusna jezgra namotana je s N zavoja a) i njezin poprecni presjek b)
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Induktivitet svitka izracunat ¢e se prema (17.14).
4
B=¢=>V = L= i (1)

Ako zavojima svitka teCe struja konstantnog iznosa [/ , tada je magnetska
indukcija prema (15.1):

I
B=N%" )
2y

Diferencijal magnetskog toka, uz oznake prema slici 1b), jest:
d¢ = BdS 3)

gdje je:
dS =drh 4)

element povrSine poprecnog presjeka jezgre.
Uvrstavanjem (2) 1 (4) u (3) dobije se:

I

Integriranjem (5) u granicama [RI,RZ] dobije se:

h] Ry hl . R,
IUO | — N IUO ]Il (6)
27[ R 2r R

$=N

Svi zavoji svitka ulancuju sve linije magnetskog polja pa je ulanceni tok:

Hohl . R,
w=Np=N>""2"1 -2 (7)
2r R,
Prema (1) slijedi induktivitet svitka:
2
R
L= “Bﬂln 2 (=9.03uH) (8)
T |

X/ X/ R/
0’0 0’0 0’0



134 17. Elektromagnetska indukcija

Primjer 17.2.4.

Ako se struja/ , iz prethodnog zadatka, linearno smanji na nulu u vremenu ¢,

odredite:
a) analiticki izraz za vremensku promjenu struje
b) induciranu EMS
c) analiticki izraz za vremensku promjenu toka.
Sve dobijene rezultate prikazite graficki.
Podatci: t=3ms.

Rjesenje

a) Za zadane vrijednosti struje i vremena linearna promjena struje je pravac:

3
l-:z(l_&tj
3

b) Induciranu EMS, prema (17.10), jest:

gdje je (L =9,03uH) induktivitet izraCunat u primjeru (17.2.3.).

UvrStavanjem (1) u (2), a potom deriviranjem dobije se:
3
e, = %Ll (=15,05mV)

c¢) Trazeni tok, prema (17.7), jest:

¢=—£e—];dt+¢(0)

gdje je: ¢(0) = %i(O) ,prema (1)i(0)=1.
Integriranjem dobije se:

e L
=——7¢+—4(0 =0,3001 uVs
¢ N N() ( 1Vs)

(1

2)

3)

4

)
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Iznosi magnetskog toka za:

t=0 ¢ =0,301puVs
t=3ms #=0Vs
lf',e,qb
5A -

0,301 Vs -

15,05 mV

0

T(ms )

Napomena: Vremenska promjena magnetskog toka moze se naci i na sljedeci
nacin:

3 3
w = Ng=Li(t)=LI(1 —%z) =45,15(1 —l%t)

3

74 10
=—=0,3001(1—-—1¢)uVs
¢ N ( 3 Ju

J/ / 7
0’0 0’0 0’0

Primjer 17.2.5.

Dva ravna, beskonacno duga vodica konacnog presjeka nalaze se na
medusobnoj udaljenosti D. Vodi¢ima teku struje jednakog iznosa, a suprotno
usmjerene. Odredite induktivitet ovog voda.

Podatci: R=8mm, D=2,5m.

i
-

AN

Rjesenje

b
}

to

@

en
()

=3

o

Sl. 1. Dva vodica cine elektricni vod
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Induktivitet voda jednak je zbroju vanjskog i unutarnjeg induktiviteta:
L=L +2L, (1)

a) vanjski induktivitet
Vanjski induktivitet voda odredit ¢e se po obrascu (17.14):

B:¢:W:L:% )

Indukcija B u tocki duz spojnice dvaju vodica jest:

— —

B=B +B, (3)

Budu¢i da vektori El 1 Ez upadaju na spojnicu medu vodi¢ima pod pravim
kutom, vektorski zbroj (3) prelazi u algebarski:

B=B+B5, (4)

gdje je prema (3) primjera 15.2.2:

1
B, =100 (5a)
27y

indukcija prvog vodi¢a na udaljenosti za » od njega

1
B, = _ ML (5b)
2n(D—-r)
indukcija drugog vodic¢a na udaljenosti D —r od njega.

Uvrstavanjem (4) 1 (5) u (3) dobije se:

B:ﬂd(l+ 1 j (6)

2z \r D-r

Magnetski tok Sto ga obuhvaca vod (vod se promatra kao jedan jedini zavoj,
N =1) jest:

p=y = [Bds ™
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gdje je:
dS =dr-1 (8)

element povrSine jedini¢ne duZine.

Uvrstavanjem (6) u (7) uz (8) dobije se:

D—R
ol 1 1
= —+ dr 9
v 2 ;[ (r D —rj ©)
Integriranjem dobije se:
I D—R

y=2"[nr-n(D-r)] | (10)

2 R

UvrsStavanjem granica i dijeljenjem sa strujom / , prema (1), dobije se
induktivitet voda po jedinici duljine:

[ =t PR (11)
T R

Buduc¢i da je R << D priblizna vrijednost induktiviteta, jest:

L=*n? 200 (12)
T R

b) unutarnji induktivitet

Sl. 2. B liniju na udaljenosti r od sredista vodica stvara samo dio ukupne
struje vodica

Unutarnji induktivitet vodica odredit ¢e se takoder prema obrascu (2).
Indukcija na udaljenosti » od sredista vodica jest:
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B — lLl0]’
2rr
gdje je:
2
, T

dio struje koji omeduje liniju B, slika 2.

UvrStavanjem (14) u (13) dobije se:

1
B=th =
27 R
Diferencijal toka, jest:
d¢ = BdS
gdje je:
dS =dr-1

element povrsine jedini¢ne duZine.

Uvrstavanjem (17) u (16) dobije se:

Hol
dg = rdr
/ 27 R?
Ulangeni tok, jest:
dy =kd¢
gdje je:
re ?
¢uk

koeficijent ulanc¢enja, a govori koji je dio ukupne struje obuhvatio
diferencijalni tok d¢. To je srazmjerno omjeru povrsina:

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
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Slijedi, prema (19), ulanceni tok:

l//: IUOI jir3dr
27ZR4O

Integriranjem dobije se:

_ Ml
v &

Slijedi, prema (2), unutarnji induktivitet vodica:

Induktivitet (ukupni) dvozi¢nog voda, prema (1), jest:

Mo D
L= 4= (=239
ﬂ(4 RJ ( nH)

X/ X/ R/
0’0 0’0 0’0

Primjer 17.2.6.

Na jezgru od neferomagnetskog materijala, presjeka S namotano je N

21)

(22)

(23)

(24)

zavoja. Mjerenje je pokazalo da se kod linearnog smanjenja struje od /, na

I, linearno smanjuje magnetska indukcija u jezgri s B, na B, . Odredite

induktivitet ove jezgre.

Podatci: N=500, I,=5A, [,=12A, B,=0,54T, B,=13T, S=8cm’.
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Rjesenje

SI. 1. Promjenjivim otporom R mijenja se jakost struje u strujnom krugu

Prema (17.7) 1 (17.10) inducirana EMS u zavojima svitka jest:

eS:—N%:—Lg (1)
dr dr
Iz (1) dobije se:
d¢
L=N— 2
di @)
gdje je:
d¢g=SdB=S(B,—-B) (3)

promjena toka u jezgri
di=1,-1, 4)
promjena struje u jezgri.
Uvrstavanjem (3) 1 (4) u (2) dobije se:

S(Bz _Bl)

L=N (43,4mH) (5)

2 4

X/ X/ X/
0‘0 0’0 0’0
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Primjer 17.2.7.

Induktivitet okruglog vodica u utoru elektricnog stroja, jednostavnosti radi,
racuna se naj¢esce uz sljedece pretpostavke:
- struja vodica tece njegovim srediStem
- linije magnetskog polja su pravci (tetive kruznice)
- nema magnetskog otpora u zeljezu (u, — )
Uz navedene pretpostavke odredite induktivitet utora.
Podatci: R=8mm, L, =22cm.

Rjesenje

SI. 1. Linije magnetskog polja u utoru su pravci (tetive kruznice)

Induktivitet ¢e se odrediti prema obrascu (17.14):

B:>¢:>y/:>L=% (1)

Magnetska indukcija u utoru (slijedi iz Ampereova zakona) jest:

B:/;_O] (2)
X
gdje je:

2x=2Rsin(180° —a)=2Rsin o 3)

duljina linije polja u utoru.
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Diferencijal magnetskog toka jest:
d¢=BdS

gdje je:
dS =dyL,,

element povrSine

y=R+Rcos(180° —a)=R—Rcosa

dy=Rsn ada

stranica elementa povrsine,
Ly, duljina utora.

Uvrstavanjem (5) 1 (2) u (4) dobije se:

d¢ — /uOéLFe da

Ulanceni tok, jest:

dy =kd¢
gdje je: i
k=0, |0, f}
2
k=1, E,ﬂ}
| 2
faktor ulancenja.

Prema (8) dobije se:

T

2w IL (9
W:kj‘%da:kj‘%da
0 z

2

4

)

(6)

(7)

(8)

)
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Prvi pribrojnik u (9) jednak je nuli, a integriranjem drugog pribrojnika, uz
k =1, dobije se:

Mol Ly,
== 10
1 (10)
Prema (2) induktivitet okruglog utora:
L
L:% (=0,217 uH) (11)

17.3. Medusobna indukcija, koeficijent meduindukcije

Meduindukecija jest pojava induciranja EMS u svitku (petlji) koji prozima
vremenski promjenjivi magnetski tok, a uzrok mu je vremenski promjenjiva
struja koja te¢e drugim svitkom.

Prema (17.1) inducirana EMS medusobne indukcije jest:

e = _N2 d¢12
dt

m

(17.15)

gdje je:
N, broj zavoja drugog svitka u kojem se inducira EMS medusobne
indukcije, a

Nlil

¢12 =
Rm12

(17.16)

¢, magnetski tok prvog svitka, na mjestu drugog svitka (v. odjeljak
26.1. II. Sveska),

L, A
=— | — 17.17
R 1S [VJ (17.17)

magnetski otpor kruga (v. odjeljak 26.1. II. Sveska).
Uvrstavanjem (17.16) u (17.15) uz (17.17) dobije se:

e :—M% (17.18)
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gdje je:

p =l [E:H} (17.19)
R A

ml 2

koeficijent medusobne indukcije, meduinduktivitet moze se izraziti
pomocu ulan¢enog toka, vidi odjeljak 24.3 II. Sveska.

m=Y (17.20)
]1

gdje je:
v =N, (17.21)

tok stvoren svitkom 1 a ulancuje ga N> zavoja svitka 2.

Redoslijed odredivanja meduinduktiviteta jest:

B:>¢12:>‘//12:>j\421Z

1

Primjer 17.3.1.

Na neferomagnetskoj jezgri namotane su dvije zavojnice s N1 odnosno N>
zavoja. Ukupni tok $to ga stvara prva zavojnica ulancuje drugu zavojnicu
(faktor magnetske sprege jest k=1). Nakon otvaranja sklopke S, slika 1,
struja kroz prvu zavojnicu pada na nulu u vremenu A¢. Odredite koliki je
prosjecni iznos napona na otvorenim priklju¢nicama 4B za vrijeme promjene
struje kroz prvu zavojnicu.

Podatci: R, =8Q, E=160V, N, =200, N,=2000, L, =0,95mH,

At =0,5ms .
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Rjesenje

A B

SI. 1. Struja naponskog izvora stvara magnetski tok ¢

Protjecajem struje /1 kroz zavoje prve zavojnice s N1 zavoja stvara se
magnetski tok (sklopka S u polozaju 1):

M,

(1
R )

¢=

gdje je:
R - magnetski otpor.

Prebacivanjem sklopke S 1z polozaja 1 u polozaj 2 dolazi do razgradnje
magnetskog polja akumuliranog u prvoj zavojnici - magnetski tok ¢ opada.
Posljedica smanjenja magnetskog toka u prvoj odnosno drugoj zavojnici jest
pojava EMS samoindukcije u prvoj odnosno EMS medusobne indukcije u
drugoj zavojnici. Smjer EMS ¢ je takav, prema Lentzu, da nastoji sacuvati

magnetski tok ¢, slika 1.

Upp=E-¢, (2)
gdje je prema (17.15):
Ag
&, =—N, A_tl (3)

prosjecni iznos inducirane EMS u drugoj zavojnici.

Prosjec¢ni iznos inducirane EMS u prvoj zavojnici prema (17.7) 1 (17.10) jest:

EI:—NIA—‘Az—Lﬂ

4
At .y, “)
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Iz (4) dobije se promjena magnetskog toka:

L .
Ag = VZAZ] (5)
gdje je:
: E
Ai=1,-0=1 (=—=20A) (6)
Rl
promjena struje u prvoj zavojnici.
Uvrstavanjem (5) u (3) dobije se:
N, . Ai
=——2[L — (=380V 7
S N, A ( ) (7)

U iznosu ¢, , jednadZba (7), izostavljen je predznak minus jer ga sadrZzava
smjer &, naslici 1, odnosno jednadZbi (2). UvrStavanjem (7) u (2) uz zadani
E dobije se: tada je U, =220V .

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0

Primjer 17.3.2.

Pravokutna petlja dimenzija axb ima N zavoja i lezi u istoj ravnini s
beskona¢no dugim, ravnim vodicem, slika 1. Odredite meduinduktivitet
petlje 1 vodica.

Podatci: a=20cm, b=30cm, ¢=10cm, N =350 .
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Rjesenje
[ a
q—--|-q—--|
T
1y XB

dr

SL. 1. Istosmjerna struja vodica u svom okolisu stvara nehomogeno vremenski
konstantno polje.

Meduinduktivitet vodi¢-petlja odredit ¢e se po obrascu (17.14):

B:>¢:>w:>M:% (1)

Magnetska indukcija ravnog vodica, prema (11) primjera 15.1.1, jest:

- I _
B=u,——¢, 2)

Magnetski tok, prema (14.4), jest:
d¢=BdS (3)

gdje je:
dS =bdré, C)

element povrsine.

Budu¢i da linije magnetskog polja upadaju pod pravim kutom na povrSinu

omedenu zavojima petlje, vektori B i dS medusobno su kolinearni pa
skalarni umnozak (3) prelazi u algebarski.
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Uvrstavanjem (2) 1 (4) u (3) dobije se:

Ib dr
df=pty 5
2w r

Ulanceni tok jednak je umnosku broja zavoja 1 toka:

dy = Nd¢g

UvrStavanjem (5) u (6) uz naznaku integriranja dobije se:

IbN “¢* dr
V=M —"—1|—
27 r

Integriranjem dobije se:

Iz (8) prema (1) dobije se:

M:yob—Nth+a
27 c

/ J/
0’0 0’0 .0

L)

Primjer 17.3.3.

Petljas N zavoja ima oblik jednakostranicnog trokuta. Petlja i ravni,

(= 23,07 uH)

&)

(6)

(7)

(8)

)

beskonacno dugi vodi¢ leze u istoj ravnini, slika 1. Odredite meduinduktivitet

petlje 1 vodica.
Podatci: a=10cm, N =400 .
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Rjesenje

1A

¥
7//@)
o oy
]
%

(=]
>
_
5 )

o)

Sl. 1. Jedna stranica jednakostranicne petlje paralelna je s ravnim vodicem

Meduinduktivitet vodica i petlje odredit ¢e se po obrascu (17.14):

B:>¢:>gu:>M=% (1)

Magnetska indukcija ravnog vodica, prema (11) primjera 15.1.1, jest:

- 1
B=u—2¢ 2
/JO 27Z'_X (7 ( )

Magnetski tok, prema (14.4), jest:
d¢ = BdS (3)

gdje je:
dS = ydxe, 4)

element povrsine.

Buduc¢i da linije magnetskog polja upadaju pod pravim kutom na povrSinu

omedenu zavojima petlje, vektori B i dS kolinearni su vektori,vidi
objasnjenje u prethodnom zadatku, pa skalarni umnozak prelazi u algebarski.
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Uvrstavanjem (2) 1 (4) u (3) dobije se:

1
de = u, . ydx (5)
gdje je:
yv=—kx+L (6)

jednadZzba pravca jedne stranice istostrani¢nog trokuta, vidi sliku 1.

U (6) jesu:
1
k=tga=— (=0,577) (7
G
koeficijent smjera pravca
L2493, (=0,1077m) )
23
odsjecak pravca na osi ordinata.
Uvrstenjem (6) u (5) dobije se:
dg = 2”—01(— fe+ £jdx 9)
2 X

U jednadzbi (9) tok je, zbog integriranja u granicama [0, y] , uzet dvostruki.

Ulanceni tok jednak je umnosku toka 1 broja zavoja:
dy =Nd¢ (10)

UvrStavanjem (9) u (10) uz naznake integracije dobije se:

a+a\/§
2
yx:yoﬂ | (—k+£)dx (11)

T X

Integriranjem dobije se:
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a3
a+

N Crkxvrmy) |
T a

vV =H

UvrStavanjem granica dobije se:

+Ln
2 2

[ a\/_ 2+\/§]

M:,uog(—ka;/_ +Lh 2+‘/_) (=2,75uH)

Primjer 17.3.4.

(12)

(13)

Na torusnu jezgru pravokutnog presjeka namotano je N zavoja. Jezgra je
nacinjena od materijala linearnih karakteristika i ima dimenzije R,, R,, h. U

osi torusne jezgre smjesSten je ravni, beskona¢no dugi vodi¢ kojim tece struja

jakosti 7 . Odredite meduinduktivitet vodi¢a 1 zavojnice.
Podatci: R, =8cm, R, =10cm, A=3cm, N =550.

Rjesenje

o i

dr

a b

SI. 1. Ravni vodic smjeSten u osi torusne jezgre

Meduinduktivitet vodi¢-petlja odredit ¢e se po obrascu (17.14):

B:>¢:>z//:>M:%

(1)
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Magnetska indukcija ravnog vodica, prema (11) primjera 15.1.1, jest:
B=u, ng)

Magnetski tok, prema (14.4), jest:
d¢ = BdS

gdje je:
dS =hdré

4

element povrsSine petlje.

Buduéi da su vektori B i dS medusobno kolinearni vektori, viSe vidi u
primjeru 17.3.1, magnetski tok, prema (3), jest:

I dr

do =
¢ 'u0272'r

Ulanceni tok jednak je umnosku magnetskog toka 1 broja zavoja:
dy =Nd¢

UvrStavanjem (5) u (6) uz naznaku integriranja dobije se:

N tdr
=, — | —
2y 7
Integriranjem dobije se:
_ 1IN R,
v =Kk )
Iz (8) prema (1) dobije se:
hN . R
M=u—m—-=2 (=0,736uH
o R ( nH)

/7 R/ /7
0’0 0’0 0’0

2)

3)

4

()

(6)

(7

(8)

)



Magnetizam 153

Primjer 17.3.5.

Pravokutna petlja dimenzija axb prozima magnetsko polje indukcije B .
Magnetsku indukciju stvara beskona¢no dugi, ravni vodi€ kojim tece struja
jakosti 7. Vodi¢ i petlja ne leZe u istoj ravnini, slika 1. Stranica b petlje
paralelna je ravnom vodicu. Odredite meduinduktivitet vodica 1 petlje.
Podatci: a =20cm, b=30cm, R =50cm, a =40°, N =400 .

Rjesenje

SI. 1. Polozaj pravokutne petlje odreden je udaljenoscu R, i kutom «
Meduinduktivitet vodic-petlja odredit ¢e se po obrascu (17.14):

B:>¢:>t//:>M:% (1)

Magnetska indukcija ravnog vodic¢a, prema (11) primjera 15.1.1, jest:

. I
B:/’lo—e(a (2)

Magnetski tok, prema (14.4), jest:
d¢ = BdS 3)

gdje je:
dS =bdré, 4)

element efektivne povrSine petlje kolinearan s indukcijom.

Treba uociti da magnetske linije prozimaju samo efektivnu povrsinu petlje:
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S, =Scosa=abcosa

)

UvrStavanjem (2) 1 (4) u (3) uz objasnjenja u primjeru 17.3.1, magnetski tok

jest:

Ib dr
d¢ =Hy ——
2w r

Ulanceni tok jednak je umnosku magnetskog toka i broja zavoja:

dy = Ndg

Uvrstavanjem (6) u (7), uz naznaku integriranja, dobije se:

IbN "t dr
V=H——|—
27 2 r

Ry

gdje je:
R, =R +acosa

Integriranjem dobije se:
IbPN . R, +acosa

- In
V=t X

Iz (10) prema (1) dobije se:

M=y, bN]n R +acosa
2 R,

X/ X/ X/
0‘0 0’0 0‘0

Primjer 17.3.6.

(=6,415uH)

(6)

(7)

(8)

)

(10)

(1)

Dva voda medusobno su paralelna, a njihovi tragovi u ravnini okomitoj na
njih ¢ine vrhove pravokutnika, slika 1. Ako vodovima teku konstantne struje
I, 1 1,, odredite koeficijent meduindukcije po jedinici duljine.

Podatci: a=2m, b=3m.
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Rjesenje

B -linjle

Sl. 1. Vod 2 ulancuje samo dio linija polja Sto ih uzrokuje vod 1

Meduinduktivitet petlja-petlja odredit ¢e se po obrascu (17.14):

B:>¢:>z//:>M:%

Magnetska indukcija ravnog vodica, prema (11) primjera 15.1.1, jest:

_ I
B=yu,——é

4

2xr
Magnetski tok, prema (14.4), jest:
d¢ = BdS

gdje je:
dS=dr-1é,

element efektivne povrsine petlje kolinearan s indukcijom.

Buduéi da su vektori B i dS medusobno kolinearni vektori skalarni

umnozak (3) prelazi u algebarski umnozak. UvrStavanjem (2) 1 (4) u (3)

dobije se:
[, dr
dg= sy 2=~
2 r

(1)

(2)

3)

4)

()



156 17. Elektromagnetska indukcija

Diferencijal toka (5) jest tok samo jednog vodica voda, dok je ukupni tok -
zog simetrije, dvostruko ve¢i (utjecaj drugog vodica):

[, dr
dg =20, (©)
2w r

Ulancani tok jednak je umnosku magnetskog toka 1 broja zavoja:
dy =Nd¢ (7)
Broj zavoja N =1 (vod 2 promatra se kao jedan zavoj).

Integriranjem (7) dobije se:
— (8)
r

gdje je:

d=+a*+b> (=3,6m) 9)

dijagonala pravokutnika.

I d
W=, —In— (10)
T b

Iz (10) prema (1) slijedi meduinduktivitet:

M:ﬂln% (=0,0735 uH/m) (11)
T

Napomena: Samo dio magnetskog toka Sto ga stvara vod 1 ulancuje vod 2.

/7 /7 R/
0’0 0’0 0‘0
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18. MATERIJALI U MAGNETSKOM POLJU
18.1. Vektor magnetiziranja i Opc¢i oblik Ampereova zakona.

Ovaj vektor, prema (25.5), jest:

m,
M:iV (18.1.1)
gdje je:
m. = _’. = ﬁ 1.
m, =1, AS, =1 AS.n, 18.1.2

m, - magnetski moment strujne petlje. Ovaj moment jednak je umnosku
struje petlje 1 povrsine koju omeduje petlja
I, - Ampereova struja (struja strujnog vrtloga)

n, - jedini¢ni vektor plohe AS”i , usmjeren u smjeru magnetskog
polja petlje

AV =SAl (18.1.3)
AV - element obujma magnetskog materijala.

Uvrstavanjem (18.1.2) 1 (18.1.3) u (18.1.1) dobije se:
M =—"n, (18.1.4)

odakle slijedi Ampereova struja:
I =MA (18.1.5)

Vektor magnetiziranja, eksperimentalno je utvrdeno, proporcionalan je
magnetskoj indukciji B:

-1 - -
M=—y B=y H (18.1.6)

Hy

gdje je y, magnetska susceptibilnost (sposobnost magnetiziranja materijala).
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Op¢i oblik Ampereova zakona glasi: Integral po zatvorenoj krivulji X,

skalarnog umnogka jakosti magnetskog polja H i elementa puta krivulje d/
jednak je sumi struja obuhvacenih tom krivuljom, prema (25.39), jest:

fad =31, (18.1.7)
K m

gdje je:
B
Hy

H="-M (18.1.8)

jakost magnetskog polja prema (25.38) II. Sveska
B=uH (18.1.9)
4. - relativna permeabilnost.

Primjer 18.1.1.

Na feromagnetsku jezgru cilindricnog oblika, relativne permeabilnosti 4,

duljine L 1 presjeka S namotano je N zavoja kojima tece struja jakosti /.
Nakon prekida struje zaostali magnetizam u jezgri iznosio je Br. Odredite
povrsinski iznos Ampereove struje i vektor magnetiziranja uz pretpostavku
da je jezgra homogeno magnetizirana.

Podatci: B, =1,5mT, L=10cm, S=3cm’, u =6.

Rjesenje Vektor magnetiziranja, prema (18.1.6), jest:

-1 .
M=—xy.,B (1)

Hy

gdje je:
X =M, —1 (2

magnetska susceptibilnost.

Buduc¢idasu M 1 B medusobno kolinearni vektori, moZe se govoriti o
1znosu vektora magnetiziranja.

UvrStavanjem (2) u (1) dobije se:
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M="(u-1)B (=596kA/m) 3)

Hy

Povrsinski iznos Ampereove struje, prema (18.1.5), jest:
I,=ML (=0,596kA) 4)

Primjer 18.1.2.

Zeljezna jezgra cilindriénog oblika homogeno je magnetizirana u aksijalnom
smjeru. Odredite raspodjelu magnetske indukcije duz osi cilindra.

Podatci: M =1,5-10°A/m, L=30cm, R=15cm.

Rjesenje Ampereova struja homogeno magnetiziranog cilindra, a koja tece
njegovom povrsinom, prema (18.1.5), jest:

I =ML (=045-10°A) (1)

Povrsinska Ampereova struja ekvivalentna je amper-zavojima N/ svitka u
zraku 1 ima dimenzije cilindri¢ne jezgre, slika 1.

- — AR ® ® I=IN
N @ Xa ®
f ® ®
M a ©| |8 »P &
t ® By ®
— - ® ®
I ® | ®
></ .
H#Hy
a) b)

SI. 1. Povrsinske Ampereove struje a) zamjenjuju se amper-zavojima NI b)
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Indukecija u osi svitka, slika 1b, a u toc¢ki promatranja P, prema (8) primjera
17.2.2, jest:

_ luola _
B, = 27 (cos f, —cos f3,) (2)

gdje je:
z

Cos f, = ——
1 VR + 27

L—z
R +(L-z2)

cos f3, =—
V

kosinusi kuteva g, 1 B, pod kojim se 1z to¢ke promatranja P vidi
pocetak 1 kraj svitka.

Ny

0 ' |
15 30

SI. 2. Raspodjela indukcije duz osi Zeljezne jezgre

Magnetska indukcija prema (2) najmanja je na pocetku/kraju cilindra
(B, =94,07mT ), a najveca je u sredini cilindra ( B, =183,125 mT ).

X/ X/ X/
0‘0 0’0 0‘0

Primjer 18.1.3.

Koriste¢i rezultate dobijene u prethodnom primjeru, 18.1.2, odredite
smjerove vektora: indukcije, magnetiziranja 1 jakosti magnetskog polja duz
osi feromagnetskog cilindra.

Rjesenje Homogeno magnetizirani cilindar, prema primjeru 18.1.2,

ekvivalentan je svitku istih dimenzija. Slijedi, magnetska indukcija u osi
feromagnetskog cilindra, prema (2) istog primjera jest:

_ Holy _
B, = Y (cos 5, —cos f3,) (1)
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li:

—— M
BzBeZ:’uO2 (cos B, —cos f3,)

gdje je:
-~
M=—"e
L
vektor magnetiziranja.
Slijedi vektori B i M istog su smijera, &, .

Vektor jakosti magnetskog polja, prema (18.1.8), jest:

i=L i

;t|bm

Uvrstavanjem (2) u (4) dobije se:

7 :M(cosﬁl ;cos,B2 _lj

Budu¢i da je:
cos f3, —cos f3, _1<0

Slijedi da je vektor H suprotan vektoru B odnosno M , slika 1.

M
—

I

o ) ,

B

SI. 1. Vektori B i M kolinearni su dok je vektor H suprotan

Van feromagnetskog cilindra, dakle u vakumu (zraku), vektori B i H
kolinearni su vektori, M=0.

J/ / 7
0’0 0’0 0’0

(2)

3)

4)

()

(6)
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Primjer 18.1.4.

Na torusnu feromagnetsku jezgru, izmjera R1 R2, /i, gusto je namotano N
zavoja. Zavojima teCe konstantna struja jakosti /. Pri ovoj je struji u jezgri
indukcija B. Odredite jakost magnetskog polja H , vektor magnetiziranja M
1 Ampereove struje /, na povrSini torusne jezgre. Prije uspostavljanja
magnetskog polja u jezgri jezgra je bila nemagneti¢na.

Podatci: R, =4cm, R, =4,4cm, h=15cm, B=0,8T, I =0,8A, N=320.

Rjesenje
v Y Ry

:

®
B .

e

wi(e

dar
a b

Sl. 1. Torusna jezgra je tanka, R\ je neznatno manji od R»
Buduci da je torusna jezgra tanka, moze se pretpostaviti, uz dovoljno
to¢nosti, da je jakost magnetskog polja konstantna duz radijusa r pa se za

duljinu linija polja moze uzeti srednja duljina:

R:R‘+R2

; (=4,2cm) (1)
Slijedi, prema (18.1.7), jakost magnetskog polja:

H=—— (=970A/m) (2)
Vektor magnetiziranja, prema (18.1.8), jest:

B
Hy

M="—-H (=63565kA/m) (3)
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Buduc¢i da feromagnetska jezgra prethodno nije bila magnetizirana, kako je

vidljivo iz (3), M >0, vektor magnetiziranja i vektor jakosti magnetskog
polja istog su smjera.

Ampereova struja, prema (18.1.5), jest:

I,=MAl =M2zR, (=16,77kA) (4)

X/ R/ R/
0’0 0’0 L X4

Primjer 18.1.5.

Na torusnu feromagnetsku jezgru pravokutnog presjeka gusto je namotano N
zavoja. Zavojima tece struja konstantne jakosti /. Pri ovoj je struji u jezgri
indukcija B. Odredite vektor magnetiziranja i povrSinske Ampereove struje.
Podatci: R, =3cm, R, =3,5cm, A=15cm, [ =0,5A, N=260,

B - H karakteristika .

Rjesenje
A BLT]

1,4

Ry 1,2 v
1,0 -

0.8
/

|

% 06 t—r= 1

i (0] h o4 /
5 | 8 /

0,2

dr (4] 1000 2000 H [A}

m
a) b)

Sl. 1. Feromagnetska jezgra gusto je namotana s N zavoja a) i B— H
karakteristika b)

Vektor magnetiziranja M , prema (18.1.8), jest:
B
Hy

M=—"-H (1)
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Za zadane dimenzije jezgre 1 broj amper-zavoja jakost magnetskog polja,
prema (18.1.7), jest:

H= ﬂ (=636,66 A/m) (2)
27R

S

gdje je:
R +R,

R =

S

(=3,25cm) 3)

srednja duljina linija polja.

Bududi da je torusna jezgra tanka, (R, — R,) < R, moze se smatrati da je

jakost magnetskog polja u svim toc¢kama poprecnog presjeka jednake jakosti
polja srednje linije polja.

Za izraCunati jakost magnetskog polja, slika 1b, iz B-H karakteristike ocCitava
se magnetska indukcija u jezgri, B=0,6T.

S izraCunatim 1 o€itanim vrijednostima, prema (1), dobije se:
M =476,82-10° A/m.

Ampereova struja, prema (18.1.5), jest:

I,=MAl =M2zR, (=9737kA) (4)

R/ R/ /7
0’0 0’0 0’0

Primjer 18.1.6.

Disk radijusa R i zanemarive debljine nacinjen je od dielektricnog materijala.
Disk je nabijen nabojem plosSne gustoce naboja ¢ . Ako se disk vrti
konstantnom kutnom brzinom w, odredite njegov magnetski moment.
Podatci: @ =120s", o =200 pAs/m*, R=9cm.
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Rjesenje

SI. 1. Nabijeni disk vrti se konstantnom kutnom brzinom o

Magnetski dipolni moment strujne petlje, prema (18.1.2), jest:
m=1S=1S#, (1)

Magnetski moment strujne petlje okomit je na povrSinu koju omeduje strujna
petlja.

Koli¢ina naboja koju nosi element povrsine dS, v.(P 7.6) 1. Sveska:

dg=0cdS =ocrdedr (2)
a giba se brzinom v jest usmjereno gibanje naboja-elektricna struja.
Slijedi, strujna petlja radijusa r stvara magnetski moment:

dim =dIS, 7, 3)

gdje je:
S =r'r 4)

r

dio povrsine diska radijusa r

dg
dr=—= 5
o (5)

struja strujne ,,petlje*
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dg=0cdS (0)
koli¢ina naboja na elementu povrSine dS.

UvrStavanjem (6) u (5) uz (2) dobije se:

d/ = O'rdrcli—(tp (7)
gdje je:

d

d—(f —w (8)

kutna brzina vrtnje diska.
Jednadzba (7) uz (8) postaje:
d/ =wordr 9)
Uvrstavanjem (4) 1 (9) u (3) dobije se:

dm=worrdri, (10)

Integriranjem u granicama [O,R] dobije se:

nﬁzia)aﬂR“ﬁo (=1,23pAm?) (11)

Primjer 18.1.7.

Dielektri¢na kugla zanemarive debljine stijenke nabijena je nabojem plosne
gustoce o. Ako se kugla vrti konstantnom kutnom brzinom w, odredite njezin
magnetski moment.

Podatci: @ =120s", o =250 nAs/m”>, R=10cm.
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Rjesenje

3y

ds

X

Sl. 1. Nabijena dilektricna kugla vrti se konstantnom kutnom brzinom @
Magnetski dipolni moment strujne petlje, prema (18.1.2), jest:
m=1S8 =187, (1)

Magnetski moment strujne petlje okomit je na plohu koju omeduje strujna
petlja.

Koli¢ina naboja koju nosi element povrsine dS, v.(P 7.7) 1. Sveska:
dg=0dS =oR’sin $d3de (2)

a giba se brzinom v jest usmjereno gibanje naboja, elektri¢na struja.

dI:d—qzaRza)sin 9d 9 (3)
dt
gdje je:
d
= @

kutna brzina.
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Slijedi, strujna petlja radijusa Rsin 4 stvara magnetski moment:
dm =dI S, n,

gdje je:
S =(Rsin 9)°r

povrsina obuhvacéena ,,strujnom petljom “.

Uvrstavanjem (3) 1 (6) u (5) dobije se:

i =[ooR rsin® 9d9ii,
0

Da bi se obuhvatile sve strujne petlje, mora se integrirati po kutu 30, 7).

Za rijesiti integral (7) koristite supstituciju cos ¢ =u , te adicioni teorem

sin’ 9=1-cos* &. S navedenom supstitucijom i integriranjem dobije se:

T

m= waR%{% cos’ §—cos 9} 1,

0

UvrsStavanjem granica dobije se:

m= ga)aR“ﬂﬁo (=12,57 pAm?)

Primjer 18.1.8.

()

(6)

(7)

(8)

)

Beskonaéno dugim, ravnim bakrenim vodi¢em konacnog presjeka tece struja

konstantne jakosti /. Odredite, upotrebom Ampereova zakona, jakost
magnetskog polja u funkciji radijusa r.
Podatci: R=10cm, 7/ =250A.
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Rjesenje

SIi. 1. Ravnim cilindricnim vodicem tece struja konstantne jakosti

Budu¢i da su relativne permeabilnosti zraka 1 vakuma medusobno jednake, i
. =1, vektor indukcije proporcionalan je vektoru jakosti magnetskog polja:

B =u,H (1)

Vektor magnetske indukcije ravnog beskonacno dugog vodica kojim tece
struja jakosti / izraCunat je u primjeru 15.1.1.

a) Jakost magnetskog polja unutar vodica. Prema (9) navedenog primjera
magnetska indukcija unutar vodica jest:

Prema (1) jakost magnetskog polja jest:

1

H = 5
27 R

r, 0<r<R (2)

b) Jakost magnetskog polja izvan vodic¢a. Prema (11) navedenog primjera
magnetska indukcija van vodica jest:

1
B=u,—, R<r<oo

Prema (1) jakost magnetskog polja jest:

H=——- R<r<oo (3)
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Graficki prikaz promjene jakosti magnetskog polja prikazan je na sl. 2.

H i

Ho

“2nR

SI. 2. Raspodjela jakosti magnetskog polja
Maksimalna jakost magnetskog polja je na plastu vodica:

I
Hy=——o 4
0= B 4)

Kao 1 kod prorac¢una magnetske indukcije tako i1 kod ovog proracuna za sve
tocke prostora, » > R, uzima se da je struja koncentrirana u osi vodica.

DRI
18.2. Uvjeti na granici

Tangencijalna komponenta vektora jakosti magnetskog polja H na grani¢noj
plohi dviju sredina razli¢itih relativnih permeabilnosti mijenja se skokovito, a
skok je jednak iznosu linijske gustoce struje &, prema:

H,-H, =K (18.2.1)

Ako nema linijske gustoce struje (strujni oblog), nema ni skoka tangencijalne
komponente jakosti magnetskog polja:

H, =H, (18.2.2)

Normalna komponenta vektora magnetske indukcije B na graniénoj plohi
dviju sredina razlic¢itih relativnih permeabilnosti prolazi kontinuirano:

B, =B, (18.2.3)



Magnetizam 171

Zakon loma definira se kao kvocijent tangensa ulaznog i tangensa izlaznog
kuta u odnosu na normalu na grani¢nu plohu:

8% _ M (18.2.4)
tga, 4,

Primjer 18.2.1.

Vektor magnetske indukcije B iz feromagnetika (sredina 1) upada pod
kutem « na grani¢nu plohu feromagnetik - zrak. Za razli¢ite vrijednosti

upadnog kuta odredite izlazni kut vektora magnetske indukcije B .
Podatci: g =5000(permendur), « =0°,30°,60°,80°.

Rjesenje _

By

Sl 1. Vektori El i ]§2 s normalom na razdvojnoj plohi zatvaraju
ulazni/izlazni kut.

Jednadzba (18.2.4) daje odnos ulaznog i izlaznog kuta:

:tg_a:i (1)
tef 1
Budu¢i da je:
H = Ho

Hy, = H
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dobije se:
o= @
Iz (2) dobije se:
J = arctg ‘g 3)
My,
za: a=0° , p=0°
a=30° , 3=0,00661°
a=60° , £=0,0198°
a=80° , [=0,065°
Zakljucak:

a) s porastom upadnog kuta raste 1 izlazni kut

b) u proracunima magnetskog kruga moze se uzeti, s dovoljno
toCnosti, da vektor magnetske indukcije iz feromagnetika izlazi
s 0°, odnosno okomit je na razdjelnu plohu feromagnetik-zrak.

K/ /7 R/
0‘0 0’0 0‘0

Primjer 18.2.2.

Vektor magnetske indukcije B iz feromagnetika (sredina 1) upada pod
kutem « na grani¢nu plohu feromagnetik - zrak. Za razli¢ite vrijednosti
relativne magnetske permeabilnosti odredite izlazni kut vektora magnetske
indukcije B .

Podatci: a=60°, x =1000(ljevano Zeljezo ), 1. =8300(silikonsko Zeljezo ),
1. =7200(permalloy ) .
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Rjesenje

b, =H,

Sl 1. Vektori E’l i Z§2 s normalom na razdvojnoj plohi zatvaraju
ulazni/ izlazni kut.

Izlazni kut, prema (3) primjera (18.2.1), jest:

t
,6’:arctgﬂ (1)

Ir

Za razlicite vrijednosti relativne permeabilnosti dobije se:

lijevano zeljezo £ =0,0992°

silikonsko Zeljezo £ =0,01195°

permalloy £ =0,0138°
Zakljucak:

a) s povecanjem relativne permeabilnosti pri istom ulaznom kutu
izlazni kut se smanjuje,

b) u proracunima magnetskog kruga moze se uzeti, s dovoljno
tocnosti, da vektor magnetske indukcije iz feromagnetika izlazi
s 0°, odnosno okomit je na razdjelnu plohu feromagnetik-zrak.

R/ R/ /7
0’0 0’0 0’0
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Primjer 18.2.3.

Vektor magnetske indukcije B iz sredine 1, lijevano Zeljezo, upada pod
kutom « na grani¢nu ravninu lijevano Zeljezo - silicijsko Zeljezo. Odredite
vektor magnetske indukcije po iznosu 1 smjeru u sredini 2, silicijsko Zeljezo.
Podatci: a=40°, B=0,5T, x =500(ljevano Zeljezo),

1. =1800(silicijsko Zeljezo ).

Rjesenje

H2
Silicifsko Zelfezo

L

Si. 1. Vektor 1§1 upada pod kutom a na razdjelnu ravninu

Prema (18.2.3) normalna komponenta vektora magnetske indukcije B
prolazi iz jedne u drugu sredinu kontinuirano:

B, =B, =B cosa (=0,383T) (1)

Izlazni kut £, prema (18.2.4), jest:

p= arctg[& tga) (=71,683°) (2)
H
Iz slike (1) vidljivo je:
B, =tgfB, (=L1569 T) 3)

Iznos vektora indukcije u sredini 2 jest:

B, =12186T
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Primjer 18.2.4.

Ravnim, beskona¢no dugim bakrenim vodi¢em radijusa R; tece struja
konstantne jakosti /. Oko vodic¢a koaksijalno je postavljen Suplji
feromagnetski cilindar debljine d, slika 1. Analiticki 1 graficki prikaZzite
promjenu magnetskog polja i1 indukcije u funkciji radijusa r.

Podatci: R, =1,5cm, R, =2cm, R,=3cm, d=1cm, I =70A, x =1600.

Rjesenje
zrak

vodic (bakar)

feromagnetik

Si. 1. Cilindricna feromagnetska cijev koaksijalno je postavljena oko
cilindricnog bakrenog vodica

a) Jakost magnetskog polja:

za 0<r <R, :prema (2) primjera 18.1.8, jakost magnetskog polja jest:

1

H = 7
' 27R’ (1)

Jakost polja na plaStu vodica, za r = R, jest:

H]O = ﬁ (742,72 A/m) (2)

1

za R <r<R,:prema (3) primjera 18.1.8, jakost magnetskog polja van
vodi¢a opada s prvom potencijom:
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H,=— 3
255 3)

Jakost polja na granici zrak - feromagnetik jest:

H,y=—— (=557,04A/m 4
ey ( ) (4)

za R, <r <R, :prema (18.2.2) tangencijalna komponenta jakosti magnetskog

polja iz jedne sredine prelazi u drugu sredinu kontinuirano (ako na razdjelnoj
plohi nema linijske gustoce struje):

Hy =H, (=557,04A/m) (5)

Slijedi, jakost magnetskog polja u zeljezu opada, prema (3), s prvom
potencijom udaljenosti:

H,=— 6
onr ©)

Jakost polja na granici feromagnetik - zrak jest:

Hy,=—1 (237136 A/m) (7)

27 R,

za R, <r < +o00: na granici feromagnetik-zrak jakosti magnetskog polja

prolazi kontinuirano. Slijedi, jakost magnetskog polja opada s prvom
potencijom udaljenosti:

1
H4 = (8)
2rr

b) Magnetska indukcija. Budu¢i da su relativne permeabilnosti zraka 1 bakra
medusobno jednake i1 jednake jedinici, slijedi da je magnetska indukcija
proporcionalna jakosti magnetskog polja.

za 0<r<R:

1
B=uH =u——mT~ r 9
1 = Mol = K 27Z'R12 )
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Indukcija na plastu vodica, za r = R,, jest:

1
By = p, 7R (=0,93mT) (10)

1

za R <r <R, : Magnetska indukcija u meduprostoru vodi¢ - feromagnetik
proporcionalna je jakosti magnetskog polja:

1
B, = uyH, = (11)
2rr

Na granici zrak-feromagnetik, u zraku, magnetska indukcija iznosi
(za r=R,):

1
B,=u—— (=0,6099mT 12
20 = Hy 7R ( ) (12)

2

za R, <r <R,;:Na granici zrak - feromagnetik postoje samo tangencijalne

komponente jakosti magnetskog polja i magnetske indukcije. Tangencijalna
komponenta jakosti magnetskog polja, prema (18.2.2), prolazi kontinuirano:

H, =H, (13)

Iz (13) slijedi tangencijalna komponenta indukcije:

By _ By

=— (14)
Hy  HoH,
Iz (14) dobije se:
By, = u,. By, (15)
Buduéida je za B, =B, i B,, = B;, uvrStavanjem (11) u (15) dobije se:
1
B, :/UrBz:M (16)

2rwr
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Na granici zrak-feromagnetik, u feromagnetiku, magnetska indukcija za
r =R, 1znosi:

:u0:url
B, =205 (=1118T 17
2=k, ( ) (17)

Na granici feromagnetik-zrak, u feromagnetiku, magnetska indukcija za
r =R, iznosi:

Hott 1
B, =——"— (=0,745T1 18
34 2 R ( ) ( )

3

za R, <r <+o0: Van feromagnetika, u zraku, magnetska indukcija
proporcionalna je jakosti magnetskog polja:

1
By =uHy =ty — (19)
2rr

Na granici feromagnetik-zrak, u zraku, magnetska indukcija za r = R, iznosi:

_ Lo a66mT) (20)

B
0 4r R,

Na slici 2 graficki je prikazana promjena jakosti magnetskog polja 1 indukcije
u funkciji udaljenosti od osi vodica.

B
H By, |
Hio 177 | By 177~ ;
! |
[ By | SN
Hao |- /1) * By
b
[ [
Flao - ___i__i'___| Ba |- 77T77i777\
|
“y 4l w2}/ |
| I |
o ! ! T 0 t T T
r r
R1R2 Ra R1R2 F\’3
a) b)

SI. 2. Promjena jakosti magnetskog polja a) i indukcije b) u funkciji radijusa
(udaljenost od osi vodica)
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H,,=742 A/m B,,=0,93mT
H,, =557 A/m B,,=0,669mT B, =1118T
H,,=371 A/m B, =0,745T B,, =0,46 mT

18.3. Krivulja magnetiziranja

Pod pojmom krivulje magnetiziranja, iz B-H karakteristike, podrazumijeva se
rast magnetske indukcije B potpuno razmagnetiziranog feromagnetika pri
povecanju jakosti magnetskog polja H od nule navise. B-H karakteristika u
principu jest: linearna ili nelinearna, slika 1a i 1b.

B | B |

a) b)
Sl. 1. Linearna a) i nelinearna krivulja magnetiziranja b)
Vrlo Cesto, jednostavnosti radi, umjesto nelinearne B-H karakteristike koristi
se linearizirana karakteristika. Ova karakteristika dobije se na nacin da se u

radnoj tocki, R.T., povuce pravac kroz radnu tocku 1 ishodiste.

Takoder, jednostavnosti proracuna radi, vrlo se ¢esto nelinearna krivulja
idealizira, zamjenjuje pravcima, slika 2a 1 2b.
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a) b}
Sl. 2. Nacin idealiziranja nelinearne krivulje magnetiziranja a) i b)

Primjer 18.3.1.

Ravni, beskona¢no dugi vodi¢ kruznog presjeka nacinjen je od feromagnetika
s linearnom B-H karakteristikom. Vodicem tece struja jakosti I. Odredite:
a) permeabilnost, 1= u(H)

b) jakost magnetskog polja, H = H(r)

¢) indukciju, B = B(r)

d) vektor magnetiziranja, M =M (r).
Dobijene rezultate prikazite graficki.
Podatci: R=0,8cm, a=1,2°, I =1,25A.

Rjesenje

x ¥

a) b)
SI. 1. Presjek feromagnetskog vodica a) i B-H karakteristika b)
Za 0<r<R

a) Permeabilnost x# odredena je kvocijentom B 1 H, 1 1znosi:
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yz%ztga (=20,94-10"° Vs/Am) (1)

Za linearnu B-H karakteristiku permeabilnost je konstantnog iznosa.

b) Jakost magnetskog polja odreduje se primjenom Opceg oblika Ampereova
zakona. Prema (2) primjera 18.1.8 jakost magnetskog polja unutar
feromagnetika jest:

= ﬁle r )
Iznosi magnetskog polja za:
r=0 H=0
r=R H, =2486A/m

c¢) Indukcija B proporcionalna je jakosti magnetskog polja:
B=uH (3)
Magnetska indukcija za:
r=0 B=0
r=R By =0,52T
d) Vektor magnetiziranja, prema (18.1.8), jest:

B
Hy

M=—-H (4)

Uvrstavanjem (3) u (4) dobije se:

“ap
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Budu¢i da je u >> y,, jednadzba (5) postaje:

Mm=tn
Hy
Vektor magnetiziranja za:
r=0 M =0
r=R M, =414,25kA/m

Za R<r<+4w

a) Permeabilnost 4 jednaka je permeabilnosti zraka:

H=Hy

(6)

(7)

b) Jakost magnetskog polja u zraku (van vodi¢a), prema (3) primjera 18.1.8,

jest:
n-_L
2rr
Magnetsko polje za:
r=R H, =Hy =24,86 A/m
7 —> 0 H,=0

c) Magnetska indukcija u zraku, prema (3) 1 (7), jest:

B=u H =L (310447
2rr

Magnetska indukcija za:

F=R By, =3124uT

7 —> 0 B,=0

(8)

©)
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d) Vektor magnetiziranja u zraku, prema (5), za u =y, jest:

M =0 (10)
H
u
Hig=Hop |
|
' |
|
! I
! Ho !
|
0 Hplast  H 0 R r
a) b)
B M |
Big - |
i
|
|
|
0 R r r
c) ad)

SI. 2. Graficki prikaz rezultata: permeabilnosti u a), jakosti polja H b),
indukcije B c), i vektora magnetiziranja M d)

J/ / 7
0’0 0‘0 0’0

Primjer 18.3.2.

Ravni, beskonacno dugi vodi¢ kruznog presjeka nacinjen je od feromagnetika
s nelinearnom B-H karakteristikom. Vodicem tece struja jakosti /. Odredite:
a) permeabilnost, u = u(H)

b) jakost magnetskog polja, H = H(r)
c¢) indukciju, B = B(r)
d) vektor magnetiziranja, M = M (r).
Dobijene rezultate prikazite graficki.
Podatci: R=0.8cm, a=1,2°, [ =1,25A ,H =18A/m.
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Rjesenje

a) b)
SI. 1. Presjek feromagnetskog vodica a) i idealizirana B-H karakteristika b)

Budu¢i da se zadatkom trazi B(r), nuzno je odrediti za koji iznos radijusa
jakost polja jest Hx. Iz (2) primjera (18.1.8) dobije se:

2

Ty :% (=0,58cm) (1)
Za 0<r<R
a) Permeabilnost x odredena je kvocijentom B 1 H 1 1znosi:
za: 0<H<H

B

U= I =tga (=20,94-10" Vs/Am) (2)
za: H, < H < H(R) za sve iznose jakosti polja H > H, magnetska indukcija
je nepromijenjena (konstantna) i jednaka B.

UvrStavanjem u (2) za B=Bx 1 za jakost magnetskog polja (2) iz primjera
18.1.8 dobije se:

2
_27R°By 1 3)
1 r
gdje je:
By =uH, =tgaH, (=0,3775T) 4)

indukcija u koljenu idealizirane B-H karakteristike.
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Iznos permeabilnosti na granici feromagnetik-zrak u feromagnetiku, prema
(2), jest: ., =15,16-107 Vs/Am . 1z (2) vidljivo je da za sve vrijednosti

H > H, permeabilnost opada s prvom potencijom udaljenosti od osi vodica.

b) Jakost magnetskog polja, v. primjer 18.1.8, jest:

H= Izr
27 R

()

Na granici feromagnetik - zrak, v. primjer 18.3.1, jest: H;, =24,86 A/m.

c¢) Indukcija B proporcionalna je jakosti magnetskog polja do
H=H,=18A/m.Za H > H, indukcija je konstantnog iznosa i jednaka Bx.

za:
0<r<ni B=uH

re Sr<R B =konst. = B,

d) Vektor magnetiziranja, prema (18.1.8), jest:

- B -
M=—-H (6)
Hy
za:
0<r<r M =(u, -DH =(*-1)A (7a)
Hy
_ B, -
1 <r<R M=—-H (7b)
Hy

Na radijusu r, iznos vektora magnetiziranja jest: A/, =299,989kA/m, a na

plastu M, =299,982kA/m .
Za R<r<+w

a) Permeabilnost je jednaka permeabilnosti zraka, U = 4, .
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b) Jakost magnetskog polja, prema (3) primjera 18.1.8, opada s prvom
potencijom:

1
H=—— 8
2rr ®)

Na granici feromagnetik-zrak, u zraku, jakost polja ista je kao u
feromagnetiku: H, =24,86A/m .

c) Magnetska indukcija, u zraku, proporcionalna je jakosti magnetskog polja:

B=uH )
Na granici feromagnetik-zrak, u zraku, 1znos: Boplaét =31,24pT.
d) Vektor magnetiziranja u zraku jednak je nuli.
I H
1) —\ Hir=Hop | |
|
| |
| | |
] A ) O o
o ! 7
I Ho o
0 ‘ i 0 i . -
Hy Hig=Hpr H ' R R
a) b)
B o
M
By |———- ' —
5 \ | Mg~/
L L
L L
| | | |
| | | |
I C _
L . I e
0 e R r 0 '« R r
c) d)

SI. 2. Graficki prikaz rezultata: permeabilnosti I a), jakosti polja H b),
indukcije B c) i vektora magnetiziranja M d)

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0
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Primjer 18.3.3.

Ravni, beskona¢no dugi vodi¢ kruznog presjeka nacinjen je kao dvoslojni.
Slojevi vodica su feromagnetici s linearnim B-H karakteristikama. Vodicem
teCe struja jakosti /. Odredite:

a) jakost magnetskog polja, H = H(r)

b) indukciju, B = B(r)

c) vektor magnetiziranja, A = M () .
Dobijene rezultate prikazite graficki.
Podatci: R =1cm, R, =15cm, «, =1,145°, o, =0,38°, «, = «, (€lektriCna
provodnost), 7 =6,5A.

Rjesenje

B
toske na granici A
dviju sredina

1=
@
a, a2
0 H
a) b)

Sl. 1. Presjek dvoslojnog ravnog vodica a) i B-H karakteristika b)

Buduci da su elektri¢ne provodnosti x, 1 x, medusobno jednake, gustoca
struje po presjeku vodica konstantnog je iznosa.

Za0<r<R,
a) Jakost magnetskog polja u vodicu, prema (2) primjera 18.1.8, jest:

I
27R;

4 (1)
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[znosi magnetskog polja za pojedine radijuse jesu:

r=0 H10:0
r=R, H11 =H, =4597A/m
r =R, H,, =6896A/m

Napomena: Oznaka Hi jest jakost polja u sredini 1 1 na radijusu R;.

b) Indukcija B proporcionalna je jakosti magnetskog polja u svakom od
slojeva (posljedica linearne B-H karakteristike).

B=uH (2)
za.
0<r=<R B = H (3a)
R <r=<R, B,=u,H (3b)
gdje je
=g, , p,=1ga,

permeabilnosti prvog odnosno drugog sloja.

[znosi magnetske indukcije za pojedine radijuse jesu:

r=0 B, =0
r=R, B,=0918T , B, =0305T
r=R, B,, =0,457T

c¢) Vektor magnetiziranja, prema (18.1.8), jest:

B
Hy

M=—-H 4)
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Buduc¢i da je permeabilnost svakog sloja mnogo veca od permeabilnosti
zraka, jednadzba (4) uz (2) moze se pisati u obliku:

Iznosi vektora magnetiziranja za pojedine radijuse jesu:
Vektor magnetiziranja za:

r=0 M,=0
r=R, M, =731kA/m , M, =242,6kA/m
r =R, M,, =363,9kA/m

Za R, <r<+w

a) Jakost magnetskog polja u zraku, prema (3) primjera 18.1.8, jest:

oL
2xr

Iznosi jakosti polja za pojedine radijuse jesu:
F—R, H_ =H,=63896A/m

7 — 100 H=0

(5

(6)

b) Magnetska indukcija u zraku proporcionalna je jakosti magnetskog polja:

B=uH
Iznosi magnetske indukcije za pojedine radijuse jesu:

ryr=R, 320 286MT

F —>+00 B,=0

(7)
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c¢) Vektor magnetiziranja u zraku jednak je nuli.

H |l B M
By 4———- My |
Hy =Hy | | }
I ! |
- ! By I Moy ||~
Hyy =Hyy 4—— . i s / /
Lo ! Badf-v B Mn S
. . |
0 o ., 0 L ;0 -,
R1 R2 R, R, R1 R2
a) b) c)

SI. 2. Graficki prikaz rezultata jakosti polja H a), indukcije B b) i vektora
magnetiziranja M c)

/7 R/ /7
0’0 0’0 0’0

Primjer 18.3.4.

Torusna jezgra pravokutnog presjeka nacinjena je od feromagnetskog
matrijala s nelinearnom B-H karakteristikom. Na torusnu jezgru namotano je
N zavoja kojima tecCe struja jakosti /. Odredite:

a) permeabilnost, = u(H)

b) jakost magnetskog polja, 4 = H(r)

c¢) indukciju, B = B(r)

d) vektor magnetiziranja, M = M () .
Dobijene rezultate prikazite graficki.
Podatci: R =45cm,R, =6cm, h=2cm, a=0,9°, I =0,1A, H, =38A/m
, N =120zavoja .

Rjesenje
| Ry 1 B |
|
}i,_]l i BK _________
} | \ :
! | | |
i AN |
| - |
D | © " i
B } B a !
o ° Hy H
|
dr
a b
a) b)

Si.1. Presjek torusne jezgre a) i idealizirana B-H karakteristika b)
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Buduci da se zadatkom trazi B(r), nuzno je odrediti za koji iznos radijusa
jakost polja jest Hk. 1z (2) primjera (18.1.8) dobije se:

_27R°H,

I 7

(=5cm) (1

Za0<r<R

a,b) Permeabilnost prvog dijela idealizirane B-H karakteristike [0, H, ]
konstantnog je iznosa:

U= % =tga (=15,7-107 Vs/Am) (2)

K

U drugom dijelu B-H karakteristike, uz konstantnu indukciju B,
permeabilnost je ovisna o raspodjeli magnetskog polja H. Jakost magnetskog
polja u torusnoj jezgri, upotrebom Opceg oblika Ampereova zakona, jest:

NI
H=—— 3)
2rr

Magnetska indukcija 1 jakost polja stoje u ¢vrstoj vezi:
B=uH (4)

Buduci da, prema (3), jakost polja pada s prvom potencijom, permeabilnost
mora rasti s prvom potencijom kako bi indukcija ostala konstantna za sve
jakosti polja # > H, .

27 By

7 ®)

lLl:

Permeabilnost na pojedinim radijusima jest:

F=R, 4, =14,07-10 Vs/Am

ro<r<R, Mg =157-10" Vs/Am
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Jakost magnetskog polja na pojedinim radijusima, prema (3), jest:

r=R, H, =42,44 A/m

r=R, H,=3183A/m
c¢) Indukcija B, prema (4), proporcionalna je jakosti polja za sve iznose polja
H,<H<H,.Zasvapolja H < H < H, magnetska je indukcija konstantna.
Magnetska indukcija na pojedinim radijusima jest:

R <r=<mn B = H, =0,596T

r=R, B, =y H, =0,499T

d) Vektor magnetiziranja, prema (5) primjera (18.3.3), jest:

Ln (©)
Hy

M

N

Na pojedinim radijusima vektor magnetiziranja iznosi:

B
RISFSFK MIZMK:_K:474,28kA/m
Hy
_ 1 B¢

F=R, M, , =397,67kA/m

o Hy
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Ho=ldy - 1
p e

—\m R
-
~
m —_—_—_—— e —_— —
N
-
—\;m T

Sl. 2. Graficki prikaz rezultata: permeabilnosti L a), jakosti polja H b),
indukcije B c) i vektora magnetiziranja M d)
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19. PRORACUN MAGNETSKOG KRUGA

Osnovni zakoni za proracun magnetskog kruga

19.1. Ohmov zakon za magnetski krug. Ako je na magnetsku jezgru, slika

19.1, namotano N zavoja kojima tece struja jakosti /,

hd
Rm
a) b)
Si. 19. 1. Magnetski krug a) i nadomjesna shema b)
tada je magnetski tok u jezgri, prema (26.1),
0
p=— (19.1)
R,
gdje je:
6= NI (19.2)
magnetomotorna sila (MMS)
[
R, =— (19.3)
uS

magnetski otpor.

Svaki magnetski krug moze se prikazati nadomjesnom shemom, slika 19.1b).
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19.2. Prvi i drugi Kirchhoffov zakon

U tocki grananja zbroj magnetskih tokova jednak je nuli, prema (26.7):
alg Z¢k:0 (19.4)
K

1 predstavlja 1. Kirchhoffov zakon za magnetizam.

Primjenom Opceg oblika Ampereova zakona za magnetski krug slijedi:

alg) 0 =alg) Hl, (19.5)
i k

gdje je:
H, Jakost magnetskog polja k — te grane
/, srednja duzina k — te grane.

Magnetski tok k& — te grane, prema (26.9a) II. Sveska, jest:

H
¢ =B.S, =—*S, (19.6)

Hy
gdje je: s, povrSina popre¢nog presjeka jezgre.

Magnetski otpor k£ — te grane, prema (26.9b) jest:

Rmk = (197)

UvrStavanjem A, 17, 1z (19.6)1(19.7) u (19.5) dobije se:

algd O,=alg > 4R, (19.8)
ki k
Sto je II. Kirchhoffov zakon za magnetizam (zbroj MMS u zatvorenoj
magnetskoj petlji jednak je zbroju padova magnetskih napona).

Pri proratunu magnetskih krugova vrlo ¢e se Cesto koristiti zakon ouvanja
magnetskog toka (21.13):

f{BdS=0 (19.9)

S



Magnetizam 197

Primjer 19.1.

Na feromagnetsku jezgru, poznatih izmjera, slika 1, namotano je N zavoja.
Odredite tako struju koja tece zavojima da je tok u jezgri ¢.

: 2
Podatci: ¢ =4cm, b=6cm, S =lcm” N=70, 4=75uVs,
B — H karakteristika .

Rjesenje
s -
dr j' B[T]
o-i--h L, | ,///
LN | , 1 |
|
: + | B=0.75T |-
| | |
—— . f
1 !
| | 0 200 400 800 A
| | H|=
a H=175A/m [m}
a) b

Sl. 1. Feromagnetska jezgra a) i B-H karakteristika b)

Primjenom Opceg oblika Ampereova zakona (19.5), na zadani magnetski
krug, dobije se:

Hi=NI (1)

gdje je:
H - jakost magnetskog polja u jezgri
[ - srednja duljina linija polja (= 16 cm).

Buduci da je B-H karakteristika nelinearna, jakost magnetskog polja odredit
¢e se grafo-analiticki.

Za zadani magnetski tok ¢ 1 poznavanjem presjeka S magnetska indukcija
jest:

B (=0,75T) (2)

SURSY
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Za zadanu indukciju B=0,75T, iz B-H karakteristike ocita se
H =175A/m. 1z (1) dobije se:

Primjer 19.2.

Na magnetsku jezgru, izmjera 1 B-H karakteristike kao na primjeru 19.1,
namotana su dva svitka sa N1 odnosno N> zavoja. Odredite broj zavoja
drugog svitka tako da struja koja teCe zavojima stvara u jezgri tok ¢.

Podatci: N, =50, 1=0,5A, ¢=90uVs, B-H karakteristika.

Rjesenje
s
S T \
| | B[T]
|
Lol | Pae
o] | = 1
N, Ny [ B=0.9T [ =/
d.L ' |
| ¢|¢ ‘i
| |
- L :
0 200 400 600 A
H L)
H=250AIm [’“J
a) b)

SI. 1. Magnetska jezgra s dva svitka a) i B-H karakteristika b)

Primjenom Opceg oblika Ampereova zakona (19.5), na zadani magnetski
krug, dobije se:

(N, + N,)I = HI (1)
gdje je:

H - jakost magnetskog polja
[ - srednja duljina linija polja (= 16 cm).
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Buduci da je B-H karakteristika nelinearna, jakost magnetskog polja odredit
¢e se grafo-analiticki.
Za zadani magnetski tok indukcija jest:

_? 2
B—S (=0,9T) (2)

Za zadanu indukciju, B=0,9T, iz B-H karakteristike ocita se
H =250A/m. 1z (1) slijedi:

N, =%1—Nl (=30 zavoja ) 3)

X/ X/ R/
0’0 0’0 0’0

Primjer 19.3.

Na magnetsku jezgru, izmjera i B-H karakteristike kao na primjeru 19.1,
namotana su dva svitka, slika 1. Svitci su spojeni tako da im se tokovi jedan
put potpomazu, a drugi put djelomi¢no ponistavaju. Odredite struje /1 1 I
tako da magnetski tok u jezgri ostane, bez obzira na nacin spajanja svitaka,
nepromijenjen.

. 2 L
Podatci: N, =60, N, =40, ¢=0,11mVs, S =1c¢m" | B-H karakteristika.

Rjesenje
T T T ™ ;T T T T N
\ | | |
A I, ¢1T | Al Q‘|¢ lfg
o | | _S_ e i | C
1 N, N, [ o Ny [
| LD | Lr®
\ |
| to | I
N U N S
a) b)

Si. 1. Svitci na jezgri spojeni su na dva nacina a) magnetski se tokovi
djelomicno ponistavaju, b) potpomazu
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Primjenom Opceg oblika Ampereova zakona (19.5), na zadane magnetske
krugove, prema slici 1a) 1 1b), dobije se:

Za shemu prema:

Sl.1a) (N,-N,)I, =HI (1a)

SL1b) (N, + NI, = HI (1b)
gdje je:
H - jakost magnetskog polja
[ - srednja duljina linija polja (=16 cm).

Budu¢i da je B-H karakteristika nelinearna, prema slici 2, jakost magnetskog
polja odredit ¢e se grafo-analiticki.

B[ T]
///
B=1AT |_ | | A7
! |
|
|
|
f
|
| _
0 200 400 600 A
H=370A/m i ["J
SI. 2. B — H karakteristika
Za zadani magnetski tok indukcija jest:
5=4 um 2)

Za izracunatu indukciju, B=1,1T, iz B-H karakteristike oCitava se:
H=370A/m.

Prema la1 1b traZene struje jesu:

HI

I = (=2,96A)
Nl _Nz

I, = Hl (=0,59A)
N, +N,

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0
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Primjer 19.4.

Na feromagnetsku jezgru sa zratnim rasporom, poznatih izmjera, slika 1,
namotano je N zavoja. Odredite:
a) struju koja mora te¢i zavojima da magnetska indukcija u zranom
rasporu bude By
b) omjer jakosti magnetskog polja u zraku i feromagnetiku. Zanemarite
rasipanje.

_ 2
Podatci: B=0,45T, a=7cm, b=10cm, c=2cm, 9 =1x2cm”,
ly=15mm | N =380, B-H karakteristika.

Rjesenje
S R
[
77 i
- ™ 8L 7]
et x
O*-—-._A_h) ‘ | b 0,8
N 4 0,6
|
1 i B0dgT e
| | ’ T |
| | 0.2 /’/ i
“__ _ _ W, |
T | -
- A ~ = 0 1000 2000
H=1800A/m K [%}
a) b)

Sl. 1. Feromagnetska jezgra a) i B-H karakteristika

a) Upotrebom Opceg oblika Ampereova zakona (19.5), za zadani magnetski
krug dobije se:

NI =H,] +H,|[, (1)
gdje je:
H;, H, - jakost magnetskog polja u Zeljezu/zraku

I3, I, - srednja duljina linija polja u zeljezu/zraku.

Srednja duljina linija polja u Zeljezu, prema zadanim izmjerima, jest
/l,=30cm.

Napomena: Pri izracunu srednje duljine linija polja uzima se da je [, =1l,=1, .
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Uz pretpostavku da nema Sirenja magnetskih linija u zraénom rasporu, tada je

S,=5,, pase iz (3) dobije B, =B,=045T.
Za zadanu indukciju u zraCnom rasporu jakost magnetskog polja jest:

H =2 (23581KA/Mm) )

Hy

[z zakona o o¢uvanju magnetskog toka (19.9) dobije se:

¢o = ¢i (3)

ili u obliku:

B,S,=B.5S,
Za B, =0,45T iz B-H karakteristike dobije se: A, =1800A/m .
Prema (1) traZena struja jest:

= (H L+ H) (=283A) @)
b) Omjer jakosti polja jest:

—2=198,94

z

| =

Uz iste iznose indukcije u zraku 1 zeljezu jakost polja je 198,94 skoro 200
puta veca u zraku nego u zeljezu.

Primjer 19.5.

Na feromagnetsku jezgru sa zracnim rasporom, poznatih izmjera, 1 B-H
karakteristike kao u primjeru 19.4, namotana su dva svitka s N1 odnosno N>
zavoja. Odredite Sirinu zra¢nog raspora tako da uz struju / indukcija u njemu
bude Bo.

Podatci: By=0,5T | n =400, N, =100, 7=3,726A, 1, =30cm,
So =L1S,, B — H karakteristika.
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Rjesenje
—— 1 BT]
- |
\ F 1 |
| N, |
| 0,8
| |t
| N 0.6
Yy *“1’1 B=0.55T [~ [~ T
| 2 Z // |
0 0,4 /,’ |
| oet] | | .'
V\(Dz | 0,2 /// |
S |
| -
0 1000 2000 A
H el
H=2400A/m ['“]
a) b)

SL. 1. Zeljezna jezgra sa zracnim rasporom i dva svitka a) i
B-H karakteristika

Upotrebom Opceg oblika Ampereova zakona (19.5), za zadani magnetski
krug, dobije se:

(N1_N2)]:Hzlz+Holo (1)

Iz (1) dobije se:

_ (Nl _Nz)[_Hzlz

[
0 H,

(2)

Iz zakona o o¢uvanju magnetskog toka (19.9) dobije se:

¢0 = ¢z (3)

111 u obliku:

BoSo = BzSz 4)
Zbog Sirenja magnetskih linija u zraénom rasporu (bacvasti oblik linija
polja), uzima se da je presjek u zracnom rasporu veci od presjeka Zeljezne

jezgre za 10%, 9, =Ll S, 1z (4) dobije se indukcija u zeljezu:

B, =11B, (=055T) (5)
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Za zadanu indukciju u zraCnom rasporu jakost magnetskog polja jest:

H, = B (Z397.88KkAMm) (6)

Hy

Za indukciju By 1z B-H karakteristike, slika 1b, ocita se jakost magnetskog
polja u Zeljezu, H, =2400A/m .

Uvrstavanjem zadanih i izracunatih iznosa u (2) dobije se Sirina zra¢nog

raspora: lo =Imm

Primjer 19.6.

Zadana je trostupna feromagnetska jezgra sa zra¢nim rasporom i poznatim
1zmjerima, slika 1. Odredite potrebnu struju uzbude I tako da indukcija u
zra¢nom rasporu bude B,.

Podatci: By =04T, N =350, [,=03mm, ; —20cm, =/ ==26cm,
SO = SFe, B-H karakteristika.

[ —

Rjesenje
T i i
o .,
[ ——— "I ﬂ\la
e[ e
a8 | -
N T
|

|
|
o
|

Si. 1. Magnetska trostupna jezgra a) i njezina nadomjesna shema b)

Zadani magnetski krug rijesit ¢e se upotrebom I. 1 II. Kirchhoffova zakona za

magnetizam. Prvi Kirchhoffov zakon moZe se napisati za 1, —1=1
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jednadzba, dok se upotrebom II. Kirchhoffova zakona moze napisati
n,=n,—(n,—1)=2 jednadzbe:

&vor A: ~h+¢-0,=0 (1)
petlja I: Hl-HL-H]l,=0 (2)
petlja II: 0=H,,+H]lL+H|], (3)

gdje je:
0= NI 4)

magnetomotorna sila (uzbuda magnetskog kruga).

Iz (3) 1 (4) vidljivo je da je za odrediti uzbudnu struju magnetskog kruga
potrebno odrediti jakosti polja Ho, H> 1 Hs.

Za zadanu indukciju B, u zranom rasporu jakost magnetskog polja jest:
B 0

H,= " (=318,309kA/m) (5)
0

Uz Sk, =98,, slijedi da je B;=B,=04T

Iz krivulje prvog magnetiziranja, prema slici 2, za By =0,4T ogita se

H,=260 A/m
A B[T]

2,0

Bz=1.45T e
B=1.05T
1 1,0

\

B=04T
3
0.2 ///Jf
\

0 500 1000
H,=627.279A/m H [ﬁ]
H £260A/m H £1000A/m

|
v i 1
|
|
|

SI. 2. Krivulja prvog magnetiziranja
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Za odrediti jakost polja u srednjem (drugom) stupu nuzno je odrediti
indukciju B». Iz (1) dobije se:

b =9 +¢3 (6)

Uz jednake presjeke jezgre dobije se:
B, = B, + B, (7)

Nepoznata indukcija B dobit ¢e se iz jakosti polja Hi 1 B-H karakteristike. 1z
(2) dobije se:

H = ll(HOlo +Hl) (=627,279A/m) (8)

1

Iz B-H karakteristike o¢itava se B, =1,05T .

S izraunatim indukcijama u I. 1 III. stupu slijedi, prema (7), indukcija u
drugom stupu: B, =1,45T . Iz B-H karakteristike o¢itava se A, =1000A/m .

Magnetomotorna sila, prema (3), jest: @ =363,0927 Az. Potrebna struja
uzbude, prema (4), jest: 7 =1,037A..

X/ X/ X/
0’0 0’0 0‘0

Primjer 19.7.

Na feromagnetsku jezgru sa zraénim rasporom i poznatim izmjerima, slika 1,
namotano je N zavoja kojima tece struja jakosti I. Odredite magnetsku
indukciju u zraCnom rasporu. Krivulju prvog magnetiziranja aproksimirajte s
funkcijom B =k~/H .

Podatci: 7=1,75A, N =360, /, =35cm, [, =1mm | k=0,056 Vs/A"m*?

Rjesenje
Z
o—
i |? |
-t *
| N 4

. *

— |
' |

|
o /)

Sl. 1. Zeljezna jezgra sa zracnim rasporom
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Upotrebom Opceg oblika Ampereova zakona (19.5) na zadani magnetski
krug dobije se:
NI =H/l,+H, (1)

Iz (1) vidljivo je da su nepoznanice 1, i H,. Dakle, ima se jedna jednadZba s
dvjema nepoznanicama. Proracun ovakog kruga rjeSava se metodom
interpolacije. Bit metode je da se pretpostavi indukcija u zraCnom rasporu. S
pretpostavljenom indukcijom nacini se proracun magnetskog kruga,

v. primjer 19.4. Tako dobijena uzbuda, s pretpostavljenom indukcijom, unosi
se u B —@ dijagram. Indukcija u zracnom rasporu pretpostavlja se nekoliko
puta. Kada se dobije nekoliko to¢aka u B — 68 dijagramu, one se medusobno
povezuju “glatkom* krivuljom, tzv. interpolacijskom krivuljom. Tada se za

zadani NI iz B -8 dijagrama ocita magnetska indukcija B, u zra¢nom
rasporu.
Tablica pretpostavljenih (B;) i (0) 1znosa:

Broj Pretpostavljeni | Pripadni [zraCunati [zraCunata
ponavlja B, (T) H, (kA/m) (oCitani) 0 (Az)
nja H, (A/m)
1. 0,6 477,46 114,8 517,64
2. 0,7 557,04 156,25 611,72
3. 0,8 636,62 204,08 708,05

U dijagramu, na slici 2, uneseni su rezultati iz tablice (za tri tocke) 1
povucena je interpolacijska krivulja.

O(Az)

700

612
600

500

Si. 2. Interpolacijska krivulja u 0- B, dijagramu




208 19. Proracun magnetskog kruga

Za zadani @ = NI =630Az i1z dijjagrama se o€ita indukcija u zraCnom rasporu

B,=0,72T.

Napomena: Za zadanu magnetsku uzbudu indukcija u zranom rasporu
odredi se primjenom linearne interpolacije ili se nacrta krivulja i onda

oCita BO .
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20. ENERGIJA MAGNETSKOG POLJA

Ako svitak induktiviteta L prozima magnetsko polje indukcije B, tada je
magnetska energija akumulirana u polju svitka, prema (27.8):

I
W, = [Lidi=LLr (20.1)

gdje je I konacna vrijednost struje.

Iz (20.1) slijedi induktivitet svitka.

2w,

L Ve

(20.2)

20.1. Magnetska energija izraZena veli¢inom polja

Prema (27.11) II. Sveska magnetska energija jest:

W, = [ AdBar (203)
VB

gdje je:
H - jakost magnetskog polja
B - magnetska indukcija
V' - obujam.

Posebice, za magnetski linearnu sredinu, B= ,u]j] , magnetska energija,
prema (20.3), jest:

l¢== 1 1
Wo=—[HBAV =~ u[ H*dV = — [ B*dV (20.4)
25 2y 2uy,
Iz prakti¢nih razloga, vrlo se Cesto umjesto magnetske energije daje

podatak o gusto¢i magnetske energije:

_aw,

20.5
Yo =4y (20.5)
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Uvrstavanjem (20.3) u (20.5) dobije se:

W = j HdB (20.6)
B

Posebno za linearne sredine, gusto¢a magnetske energije jest:

[ I
n =7 pH 2 (20.7)

20.2. Magnetska energija dvaju ili veCeg broja svitaka

Magnetska energija dvaju svitaka u linearnoj sredini, prema (27.22)
II. Sveska jest:

1
W :E(Wlll ty,l,) (20.8)
gdje je:
w, = LI, +MI, (20.9a)
w, = L,1, + MI, (20.9b)

ulanceni tokovi §to ih ulancuje svaki od svitaka gdje se
predznak (+) primjenjuje ako su tokovi u istom smjeru, a (-)
ako su suprotno usmjereni.

Izraz (20.8) za magnetsku energiju dvaju svitaka moZze se poopciti za
n svitaka, prema (27.23) II. Sveska:

1
W = QZV’KIK (20.10)
K

Primjer 20.1.

Ravnim, beskonacno dugim vodi¢em kruznog presjeka tece struja konstantne
jakosti 1. Odredite magnetsku energiju 1 unutarnji induktivitet vodica po
jedinici duljine.

Podatci: 7 =120A..
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Rjesenje

Sl. 1. Ravni je vodic konacnog presjeka, radijusa R

Magnetska energija, u magnetski linearnim sredinama, prema (20.4), jest:

W, :leBdV:LjBZdV (1)
2y 24y y
gdje je:
po Ml )
2rr

magnetska indukcija $to je uzrokuje struja 7”
2
. T
dio ukupne struje koja prolazi vodi¢em povrsine

dV =2xzrdrh 4)

element obujma vodica duljine 4.

UvrStavanjem (2), (3) 1 (4) u (1) dobije se:

27 R
W =ttt hjr3dr (5)

™ 47R* :



212 20. Energija magnetskog polja

Integriranjem dobije se:

2
, =l (6)
T

Magnetska energija po jedinici duljine vodica jest:

2
=M _ AL 36mim) (7)
h 167

Induktivitet vodica, po jedinici duljine, prema (20.2), jest:

L= 2Zm =2 (= s0ntm) (8)

Iz (7) 1 (8) vidljivo je da niti energija niti induktivitet vodi¢a ne ovise o
njegovu radijusu.

7 / \/
0’0 0’0 0‘0

Primjer 20.2.

Torusna jezgra od nemagnetskog materijala i dimenzija (R, — R,)x &

namotana je sa N zavoja. Odredite magnetsku energiju akumuliranu u
zavojnici 1 induktivitet zavojnice.
Podatci: R, =6cm, R, =5cm, h=20cm, N =650, I =7A.

Rjesenje

| Rz }
TR
I ‘ \
| I \
| | \
I

I h
|

I

l

|

A B
a) b)

SI. 1. Torusna jezgra namotana je sa N zavoja a) i njezin poprecni presjek b)
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Magnetska energija, prema (20.4), jest:

1

W =—|B*dV 1
=2 ] ()
gdje je:
Nu, I
B @

prema (15.1), magnetska indukcija zavojnice sa N zavoja
dV =2zrdrh 3)
element obujma torusne jezgre.

Uvrstavanjem (2) 1 (3) u (1) dobije se:

1 R, Nzﬂglz

= hdr 4
20y 27r @
Integriranjem (4) dobije se:
2 2
W _YuNh™ Ry (=75,49mJ) (5)

"2 2z R,

Prema (20.2) induktivitet zavojnice jest:

2
P ARN (=3,08mH) (6)
2r R,
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Primjer 20.3.

Na torusnu neferomagnetsku jezgru pravokutnog presjeka (R, — R,) x &
namotane su dvije zavojnice. Svakom od zavojnica teku struje /11 I
konstantnog iznosa. Odredite akumuliranu magnetsku energiju u torusnoj
jezgri 1 ekvivalentni induktivitet dviju zavojnica ako su motane:

a) u istom smjeru (sukladni tokovi)

b) u suprotnom smjeru (nesukladni tokovi).
Podatci: R, =6cm, R, =7cm, h=3cm, N,=1200, N, =800,
I, =18A, 1, =2A.

Rjesenje

| Ro !

N

o
|

i

I h

|

I

|

|

I

A B

a) b)
SI. 1. Torusna jezgra s dvjema zavojnicama a) i njezin poprecni presjek b)

Magnetska energija, prema (20.4), jest:

oL [Bdr (1)
21y 5
gdje je:
Nu,l
b= 27r0r @

prema (15.1) magnetska indukcija zavojnice sa N zavoja
dV =2zrdrh 3)

element obujma torusne jezgre.
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a) Ako su zavojnice namotane tako da im se vektori magnetske indukcije
potpomazu, tada je magnetska energija prema (1):

|
w, :_I(B1 +Bz)2dV 4)
24, 4

Uvrstavanjem indukcije (2) za svaki od zavoja u (4) dobije se:

R, 2
W= ! j Ho Ny + N1 2zrdrh (5)
24y R\ 27y 2rcr

Integriranjem dobije se:

2 2
m:l ﬂoNlhh£[12+2M1n£]1]2+'u0—N2h]n&[22 (6)
2| 2r& R, 2 R, 2 R,

Uvedu li se prikrate, prema (8) primjera 17.2.3, akumulirana energija moze se
pisati u obliku:

W, = %(Lllf +2M LI, + L,I2) (=6,53ml) (7)

Posebno ako su zavojnice serijski spojene, 7, =7, =1, dobije se:
1 2
Wm:E(L1+2M+L2)I (8)

Iz (8) prema (20.2) dobije se ekvivalentni induktivitet dviju u seriju
sukladno spojenih zavojnica:

L,,=L+2M+L, (=3,628mH) 9)

b) Ako su zavojnice namotane tako da im se vektori magnetske indukcije
djelomi¢no poniStavaju, tada je magnetska energija, prema (1) odnosno (4):

W, = ——[(B,~ B, dr (10)
244y y
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Ponovi li se postupak kao pod a), dobije se:

W, = %(lef “OM I, + L,I}) (= 0,145 ml) (11)

Ako su zavojnice serijski spojene, tada je ekvivalentni induktivitet, prema
(20.2):
L,,=L-2M+L, (=0,219mH) (12)

Iznos induktiviteta i meduinduktiviteta u (9) 1 (12) jest:

[,=133mH , L,=059mH , M =0852mH
DRI
Primjer 20.4.

Torusna jezgra od magnetskog materijala dimenzija (R, — R,) x # namotana

je sa N zavoja. Zavojima tece struja konstantne jakosti /. Odredite magnetsku
energiju akumuliranu u zavojnici 1 induktivitet zavojnice. Idealizirana
krivulja prvog magnetiziranja prikazana je na slici 1b.

Podatci: R, =5cm, R, =6cm, h=2cm, N=250, 1=0,5A,

(Hy :B.)=(350A/m:0,65T).

Rjesenje
! R ! B(m |
i Ry ‘ i 0,65 _________"fk,Bk zasféenje
I \ | \ I
| | | | |
| S
| h 2R
|
i L
| | | |
| Hmin 350 Hmax ' &M
|
lijevo desno
A B
a) b)

Sl. 1. Torusna jezgra a) i idealizirana krivulja prvog magnetiziranja b)

Magnetska energija, prema (20.3), jest:
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W, =[[HdBdV (1)
V B

Za odrediti magnetsku energiju nuzno je odrediti maksimalnu i minimalnu
jakost magnetskog polja, a u svezi s B-H karakteristikom.

NI

=—— (=397,88A/m) desno 2
maks 2 Rl ( ) ()
M C33157AMm) Tievo (3)

27R,

Budu¢i da su minimalna i maksimalna jakost magnetskog polja lijevo 1 desno
od koljena idealizirane krivulje prvog magnetiziranja, magnetska energija jest
zbroj energija:
gdje je:
W, = [HBdV (5)
28!

magnetska energija akumulirana u dijelu magnetskog kruga kojem
pripada zasi¢eni dio B-H karakteristike

1
W = o [ H'AV (6)
V2

magnetska energija akumulirana u dijelu magnetskog kruga kojem
pripada linearni dio B-H karakteristike

B
U= H—K (=1,857-107 Vs/Am) (7)
K
permeabilnost Zeljeza
NI
= 2xr ®

jakost magnetskog polja
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dV =2zrdrh 9)
element obujma torusne jezgre

NI

(=5,68cm) (10)

K

radijus na kojem je jakost magnetskog polja A, =350 A/m .

Uvrstavanjem (8) 1 (9) u (5) odnosno (6) dobije se:

R
Wiy = NIBch [ dr (11a)
Integriranjem dobije se:

W, = NIBh(R—R) (=11,05mJ) (11b)

_ L uNIh i dr (12a)

"2 2z T
_LANTR LR 3y (12b)
™ 2 2t R ’

Ukupna energija akumulirana u magnetskom polju svitka, prema (4), jest:
W, =13,58mJ
Induktivitet svitka, prema (20.2) jest:

_ 2;? (= 108,64 mH) (13)

L

/7 R/ /7
0’0 0’0 0’0
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Primjer 20.5.

Torusna jezgra nacinjena je od dvaju razlicitih feromagnetskih materijala 1
namotana je sa N zavoja. Zavojima tece struja konstantne jakosti /. Odredite:
a) akumuliranu magnetsku energiju u zavojnici
b) induktivitet zavojnice
c¢) dimenzije (vanjski radijus) drugog sloja tako da je u njemu
akumulirana jednaka koli¢ina energije kao 1 u prvom sloju.
Idealizirane krivulje prvog magnetiziranja prikazane su na slici 1b).

Podatci: R, =3,.8cm, R, =4,5cm, Ry =3CM | =2cm, N=360, 1=0,6A,
(Hy, :B¢,)=(820A/m:0,6T), (Hy,: Bc,)=(780A/m:0,8T).

Rjesenje
B(T)
| R, H B
' 3 N , .
| Ry | I 17 J A kﬁ!‘ R
| I
| R ‘ H |B
‘\—1—1: i i 061-————————4—- :r————ld k1 @
3 2
| : - : ‘ :
i (\_) \/2\ h a, \\ i :
| .‘ | |
780 820 H(A/m)
a) b

SI. 1. Dvoslojna torusna jezgra a) i idealizirane krivulje prvog
magnetiziranja b)

a) Magnetska energija, prema (20.3), jest:

W, =[[HdBdY (1)
V B
gdje je:
NI
= 2y @)

jakost magnetskog polja u torusnoj jezgri.
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Za odrediti magnetsku energiju nuzno je odrediti maksimalnu i minimalnu
jakost magnetskog polja svakog od magnetskih slojeva, a sve u svezi s B-H
karakteristikom.

=M (904,67 Am) 3)
2R,
NI
= (276394 A/m 4
Imin 2 R ( ) ()

2

Buduc¢i da je linija magnetskog polja kruznica s ishodiStem u sredistu torusne
jezgre 1 koncentri¢na je slojevima jezgre, jakost magnetskog polja
(tangencijalna komponenta) prolazi kontinuirano iz jedne u drugu sredinu.
Slijedi:

H

2maks

=H

Imin

(=763,94 A/m) (5)

S Cagrssam ©

3

2min
Iz dobivenih jakosti magnetskog polja slijedi:

H, i H . prvog sloja su lijevo i desno od koljena B-H karakteristike,

Imin

H, i H, . drugog sloja su lijevo od koljena B-H karakteristike.

2min

Racuna se energija akumulirana u prvom sloju feromagnetika. Energija prvog
sloja jednaka je zbroju energija lijevo 1 desno od koljena B-H karakteristike:
slika 2.

B(T)

B, -

SI. 2. B-H karakteristika prvog feromagnetskog sloja
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W =Waii +Wais

ml1

gdje je:
Wi = | BAHAV

Vll

dio magnetske energije koja pripada zasi¢enom dijelu B-H
karakteristike

dio magnetske energije koja pripada linearnom dijelu B-H
karakteristike.

Racuna se energija (8):
Wi = [ BeHAV
Vll
gdje je:
Bk - indukecija zasic¢enog dijela B-H karakteristike
H - jakost magnetskog polja prema (2)
dV =2zrdrh

element obujma torusne jezgre.
Integriranje je u granicama [R,, R, |, gdje je:

1
R, = 5 s (=4,19cm)

K1

radijus torusne jezgre kojoj pripada jakost magnetskog polja A, .
UvrStavanjem (2) 1 (10) u (8) dobije se:

Wy = NIBG(Ry, — R)  (=10,11mJ)

(7)

(8)

9)

(10)

(11)

(12)
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Racuna se energija (9):

1
W = 5:”1 IH12dV

m
4t

gdje je:
,U — BKI
' H

K1

(=0,73mVs/Am) (13)

permeabilnost prvog sloja magnetske jezgre
H - jakost magnetskog polja prema (2)
dV - element obujma torusne jezgre prema (10).

Uvrstavanjem (2) i (10) u (9) i integriranja u granicama [R, , R, |
dobije se:

1 N°I*h. R
W B =— h—=2 (=3,88mJ 14
mi2 2#1 o R, ( ) (14)

Ukupna magnetska energija akumulirana u prvom sloju prema (7) jest:
W =13,99 ml | Raguna se energija akumulirana u drugom sloju
feromagnetika. Akumulirana energija, prema B-H karakteristici, slika 3, jest:

B(T)

k2]

Sl. 3. B-H karakteristika drugog feromagnetskog sloja

W@z%%jH%V (15)
Via

1 pripada u potpunosti linearnom dijelu B-H karakteristike.
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gdje je:

B
U = H—Kz (=1,025mVs/Am) (16)

K2

permeabilnost drugog sloja
H - jakost magnetskog polja prema (2)
dV - element obujma torusne jezgre prema (10).

Uvrstavanjem (16), (2) 1 (10) u (15) 1 integriranjem u granicama [R29R3]
dobije se:
1 N°I’h, R
W =— h— (=8,02mJ 17
w =5k R, ( ) (17)

Ukupna magnetska energija akumulirana u zavojnici je:

W =W

LW, (=22ml)
b) Induktivitet zavojnice, prema (20.2), jest:

- 2?} (=0,122 H) (18)

L

c) Iz uvjeta zadatka dobije se:

W = Wmlu (19)
UvrsStavanjem (17) u (19) dobije se:
1 N°I’h, Ry _

In /4
2 lu2 272_ R2 mlu

Trazeni iznos R =54cm-

R/ R/
0’0 0’0 L X4
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Primjer 20.6.

Na feromagnetsku jezgru torusnog oblika sa zracnim rasporom, poznatih
izmjera, slika 1, namotano je N zavoja. Odredite omjer energija akumuliranih
u Zeljezu 1 zranom rasporu torusne jezgre uz pretpostavku da je radna tocka
na linearnom dijelu krivulje magnetiziranja feromagnetskog materijala.

Podatci: R, =5cm, R, =6,5cm, lp=2mm 1=2-10"Vs/m .

Rjesenje

!

-

dr

a) b)
Sl. 1. Torusna jezgra sa zracnim rasporom a) i poprecnim presjekom b)

Magnetska energija akumulirana u linearnim sredinama, z = konst., prema

(20.4), jest:

1p=-
W,=—|HBdV 1
»=3) (M

Budu¢i da linije magnetskog polja iz jedne sredine (Zeljezo) upadaju okomito
u zraéni raspor, slijedi da ¢e samo normalna komponenta indukcije proci

kontinuirano: BO =B,=B.

W =LszdV 2)
2,

Indukcija B odredit ¢e se upotrebom Opceg oblika Ampereova zakona
(19.5):

HJl +H]l,=IN (3)
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Uz linearni odnos B-H karakteristike (3) postaje:
B, B
2 +—=21,=IN (4)
H Hy
odakle je traZzena indukcija:
NI
B= (5)
lz lO
£ + v
HHy

Zanemari li se duljina zracnog raspora [, u odnosu na duljinu Zeljeznog dijela

jezgre: [, =2nr—1= 271, jednadzba (5) postaje:

NI
- 2r +170

M Hy

B

Racunaju se energija u Zeljezu i zracnom rasporu:

1 R, 272
= N >2mrhdr
2u 5 (27”" I,
PR + 2
M Hy
gdje je:
dV =2zrdrh
element obujma Zeljeznog dijela jezgre.
Napomena: Za rijesiti (7) koristite supstituciju:
2zr
—+t=u , dr=tdu
HHy 2z

Integriranjem (4) dobije se:

272
WmZ:luNIh ]né_lulo(l_lj
A a a b

(6)

(7)

(8)
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gdje je:
a=p,27R, + ul, (=4,394-10"° Vs/A)
b=u27R, + ul, (=4,513-107° Vs/A)
R, 272
W =5 [l hdr ©)
24y [27zr L
- _|_ -
H Hy
gdje je:
v, =1 hdr
element obujma zra¢nog raspora.
Uz naprijed navedene supstitucije integriranjem dobije se:
N°I*h 11
LI IO o
4 a b

Trazeni kvocijent jest:

b 11
rionll-)
Ww __a a b} 27 1125
W, 1 1 4

ply| ———

a b

ili drugacije receno energija akumulirana u zracnom rasporu magnetskog
kruga je 8.9 puta veca od energije akumulirane u zeljeznoj jezgri.

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0

Primjer 20.7.

Odredite induktivitet pravokutnog utora elektricnog stroja prema slici 1.
Dimenzije utora su bx /. Zanemarite utjecaj debljine izolacije i pad

magnetskog napona u zeljezu Hp, —> 10,
Podatci: 7=25A, h=6mm, ~Z=23mm .
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Rjesenje
LY
Ny
He, Ho
/
\ h
N / -
b
-7
Sl. 1. Linija magnetskog polja upada okomito na granici zrak-zeljezo
Induktivitet utora odredit ¢e se iz magnetske energije (20.4):
I
W, =— [ BdV (1)
2uy 5
gdje je:
gl 2)
b
magnetska indukcija u utoru odredena iz Ampereova zakona,
r=S7-p 3)
S h
dio ukupne struje koju obuhvac¢a magnetska linija,
dV =bldy 4)

element obujma jedini¢ne aksijalne duljine.

Uvrstavanjem (2) 1 (4) u (1) dobije se:

_lml’r s
"2 bR
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Integriranjem dobije se:

1 Lo I*h

W= (=0.501mI) (5)

Iz (5), prema (20.2), slijedi trazeni induktivitet:
Hoh
L=— (=16puH 6
3y T LouH) (6)

X/ X/ X/
0’0 0’0 0’0

Primjer 20.8.

U utoru elektricnog stroja, prema slici 1, nalazi se m slojeva sa po n vodica.
Svakim od vodica tece struja jakosti /. Odredite induktivitet utora po jedinici
duljine ako se:

a) ne zanemari utjecaj debljine izolacije

b) zanemari utjecaj debljine izolacije.
Podatci: 7=65A, b, =20mm b =3mm h =70mm_ A =7mm 6 m=38,
n=6.

Rjesenje

"0 1] i

D --ﬂ
n_/

1 [}
bu

- X

SI. 1. U utoru stroja nalazi se m n dionih vodica

a) Induktivitet utora odredit ¢e se iz magnetske energije (20.4):

1
W =—/|BdV (1)
2;“0'1[
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gdje je:

B= —“21 )

u

magnetska indukcija u utoru odredena iz Ampereova zakona

. S mn
[ = S Iuk :h—uy]uk (3)
dio ukupne struje
dV =b1dy (4)

element obujma utora.
Uvrstavanjem (2), (3) 1 (4) u (1) dobije se:

hy

1 2 2[2
o=t jyzdy

m 5
AR ®)
Integriranjem dobije se:
2.2
W, = L yym'n”hy, I’ (=7,13]/m) (5)
2 3p,
Iz (5) prema (20.2) dobije se trazeni induktivitet:
2.2
[ = M hy (=3,38mH) (6)
3b,
a) Ako se zanemari debljina izolacije, tada je h,=mh, i b, =nb, pa
je induktivitet utora (6):
,m’nh
L= # (=3,025mH) (6)

v

X/ X/ R/
0’0 0’0 0’0
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